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1 Introduccio 

2 Preliminars 

2.1 El cos C dels nombres complexos 

El conjunt dels nombres complexos, que denotem per C, es pot construir a partir de R 1 2 
juntament amb una operacio suma i producte particulars. De forma intuitiva veurem 
que C s’obte ’’extenent” el cos dels nombres reals R afegint-hi una unitat imaginaria 
i que compleix i 2 = — 1. La representacio i/o expressio general d’un nombre complex 
zGC vindra donada per: z = x + iy amb x, y G R. 


Formalitzem a continuacio la construccio d’aquest non cos a la proposicio |2.1.3| que 
segueix de la segiient definicio. 


Definicio 2.1.1. Sigui R 2 = {(x,y) \ x,y G R}. Considerem les operacions de suma 
i producte segiients: 


• Suma. Donats (x,y), ( s,t ) G R 2 definim la seva suma ”+ ” component a compo¬ 
nent 

(x,y) + (s,t) = (x + s,y + t) 


• Producte. Donats (x,y), ( s,t ) G R 2 definim el seu producte ’’•’’per 

0, y) • (s, t) = (xs - yt , xt + ys) 


Definim el conjunt C per C = (R 2 , +, •), es a dir, R 2 amb la operacio suma i producte 
que acabem de definir. 

Observacio 2.1.2. Observem que la operacio suma que s’ha definit es exactament la 
heretada de R 2 (i dins de cada component, la de R) com a grup additiu. La novetat la 
trobem en el nou producte •. 

Proposicio 2.1.3. El conjunt C = (R 2 ,+, •) es un cos commutatiu. 

Demostracio. 

Per demostrar que C es un cos commutatiu, comprovarem les segiients propietats: que 
sigui tancat pel producte i la suma, que les dues operacions siguin associatives i commu- 
tatives, l’existencia d’element neutre pel producte i per la suma, l’existencia d’element 
oposat (invers per la suma) i d’element invers pel que fa al producte i finalmcnt cal 
provar tarnbe la distributivitat del producte respecte de la suma. 

Propietats 

1. Tancat per la suma. Donats (. x,y),(s,t ) G C es te que (x,y) + (s,t) — (x + 

s, y + t) G C ja que x + s,y + t £ R. 
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2. Tancat pel producte. Donats (x,y), ( s,t ) G C es te que (x,y) • (s,t) = (xs — 
yt, xt + ys ) G C ja que, trivialment xs — yt, xt + ys G M. 

3. Associativitat de la suma. Donats (x,y),(s,t),(u,v) G C es comprova trivi¬ 
alment, utilitzant la associativitat de la suma de nombres reals i component a 
component que 

(z, y) + [(s, t) + (u, u)] = [(x, y) + (s, t)} + (u, v) 

4. Associativitat del producte. Pel que fa al producte, siguin (x, y), (s, £), (u, u) G 
C. D’una banda, 

(x, y) • [(s, t) • (u, u)] = (x, y) • (s« - tv,) 

= (x(su — tu) — y(tu + sv),x{tu + su) + y(su — tv)) 

= (xsu — (xtv + ytu + ysv), (.xtu + xsv + ysu) — ytv) 

i d’altra banda 

[(x, y) • (s, t)} • (u, v) = ( xs - yt, xt + ys)(u, v) 

= ((xs — yt)u — (xt + ys)v, (xt + ys)u + (xs — yt)v) = 

= (xsu — (ytu + xtv + ysv), (xtu + ysu + xsv) — ytv) 

i comparant components es veu clar que 

(x,y) • [(s,t) • (u,v)] = [(x,y) • (s,t)} • (u,v) 

5. Commutativitat de la suma. Tenim que donats (x,y),(s,t) G C, (x,y) + 
(s, t) = (x + s, y + 1) = (s + x,t + y) = (s, t) + (x, y), on hem utilitzat que la suma 
a M es commutativa. 

6. Commutativitat del producte. Donats (x,y), (s,t) G C, tenim que 

(x, y) • (s, t) = (xs - yt, xt + ys) = (sx - ty, tx + sy) = (s, t) • (x, y) 

on s’ha utilitzat simplement la commutativitat del producte de nombres reals per 
permutar 1’ordre dels factors que es multipliquen a cada component. 

7. Element neutre de la suma. Comprovem que (0,0) es el neutre per a l’operacio 
suma. Per a tot (x,y) G C tenim trivialment que 

(x, y) + (0, 0) = (x + 0, y + 0) = (x + y) 

8. Element neutre del producte. Comprovem que (1,0) es cl neutre pel producte. 
Per a tot (x, y) G C tenim que 

Od y) • (1, 0) = (x • 1 - y • 0, x • 0 + y • 1) = (x • 1, y • 1) = (x, y) 
on ■ denota cl producte usual de M. 
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9. Element oposat. Donat (x,y) G C el seu element oposat es (—x,—y) ja que 
0 , V ) + (~x, ~y) = {x + {-x),y + (-y)) = ( 0 , 0 ). 

10. Element invers pel producte. Donat (x,y) G C, amb (x,y) ^ (0,0), el seu 
invers sera un element (rc,i /) _1 := (s,t) que complcixi (x,y) • (x, y)^ 1 = ( 1 , 0 ). 
Resolent un simple sistema de dues equacions (amb incognites s i t) trobarem que 
han de valdre s i t per satisfer la propietat anterior. 


De (x, y) • (s, t) = (xs — yt, xt + ys) = (1,0) obtenim el sistema: 


xs — yt — 1 
xt + ys = 0 


que matricialment es pot escriure com 



( 1 ) 


Observem que el determinant de la matriu del sistema es x 2 + y 2 , i com que 
(x, y ) 7 ^ (0, 0) tenim que la matriu es invertible. Utilitzant la formula per a la 
inversa d’una matriu tenim que 

( x -y\ 1 _ 1 ( x y\ 

\?y x ) x 2 + y 2 \-y x) 

Ara multiplicant per aquesta matriu inversa, per l’esquerra, a banda i banda de 
la igualtat de l’equacio [T| arribem a 

= 1 ( x y\ (l\ = ( 

t) x 2 + y 2 \-y x) ^Oj 

i per tant 

x -y \ = (s, -y) 

x 2 + y 2,1 x 2 + y 2 ) x 2 + y 2 



11. Distributiva del producte respecte la suma. Es deixa com a exercici ja 
que es fa mecanicament com ja s’ha fet amb les propietats anteriors. Preneu 
(x,y), (s,t), (u,v) G C i comproveu que les expressions (x,y) • [(s, t) + (u,u)] i 
(x, y ) • (st) + (x, y ) • (u, v ) coincideixen. 


Tot aixo acaba amb la demostracio que C te estructura de cos commutatiu. □ 

Observacio 2.1.4. D’ara endavant obviarem el simbol • que denota el producte i es 
fara servir simplcment la notacio habitual (x,y)(s,t). 

A continuacio, a traves d’uns resultats que es proposen com a exercici i per a la reso- 
lucio del qual calen coneixements basics sob re anells, demostrarem que el conjunt dels 
nombres complexos C definit per 

C = {a + bi | a,5GR, i 2 = —1} 

juntament amb unes operacions de suma i producte, es un cos commutatiu. 
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Exercici 2.1.5. Sobre el conjunt C, donats a + bi,c+ di G C definim les operacions 
suma i producte per: 

• Suma: (a + bi ) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i. 

• Producte: (a + bi) ■ (c + di) = ac + adi + fcic + bidi = ac + bdi 2 + (ad + bc)i = 
ac — bd + (ad + bc)i. Per tant, estem definit un producte distrbutiu respecte la 
suma. Fixem-nos que el producte funciona com el producte de dos polinomis 
lineals i tenint en compte que i 2 = — 1 . 

Considereu l’aplicacio / definida per 

/:(<?,+, •)—>(€,+,■) 

(x, y) i —> x + yi 

i) Demostreu que C te estructura d’ancll commutatiu. 

ii) Demostreu que / es morfisme d’anells. Indicacio: pot ser util veure trivialment 
que /(( 0 , 1 )) = i i /((1,0)) = 1 

iii) Demostreu que / es, de fet, isomorfisme d’anells i deduiu que C es un cos com¬ 
mutatiu. 


2.2 Topologia, aritmetica i propietats basiques dels nombre 
complexos. 

En els diversos subapartats d’aquesta seccio veurem que C es un espai metric amb la 
topologia induida per la distancia de R 2 . Presentem tambe conceptes basics com ara el 
de modul i argument d’un nombre complex, aixi com un recull de propietats i relacions 
importants entre aquests. 


2.2.1 Conjugat d’un nombre complex 

Definicio 2.2.1 (Conjugat). Donat z = a + bi G C es defineix el sen conjugat per 

z = a — bi 


A la proposicio | 2 . 2 . 2 | seguent presentem les propietats mes rellevants on hi interve el 
conjugat d’un nombre complex. 


Proposicio 2.2.2. 

Per a tot z,w G C es compleix: 


1. z = z. 


2. z + w = z + w. 

3. z ■ w = z ■ w. 
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4- i-ieK. En particular, si z = a + bi amb a, b e M aleshores z -z = a 2 + b 2 . 

5. z G M. si i noines si z — z. 

6. L’invers de z e C\{0} es pot expressar com z -1 = -f=. 

Demostracio. Ates que les demostracions d’aquestes propietats son una simple aplicacio 
de la definicio de conjugat d’un nombre complex, es deixen com a possible exercici pel 
lector. □ 

Definicio 2.2.3 (Part real i imaginaria). 

Sigui z = a + bi e C. 

• La part real de z, que denotem per Re(z) o be per 9R(z) es: 9R(z) = a. 

• La part imaginaria de z, que denotem per Irri(z) o be per 3f(z) es: = b. 

Exercici 2.2.4. 

Donat zeZ comproveu que es compleixen les segiients relacions: 

• &(z) = 

• m = >=f. 

Indicacio: expresseu z en la forma a + bi amb a, b G M. 


2.2.2 Modul d’un nombre complex 


Ja hem vist que els nombres complexos els podern identificar amb el pla M 2 via l’iso- 
morfisme / definit a l’exercici |2.1.5[ En virtut d’aquesta identificacio, a tot nombre 


complex z ^ 0 podem associar-li un modul, que no es res mes que la longitud d’un 
vector de M 2 . La distancia euclidiana definda per d((a, b), (c, d)) = \J(a — c) 2 + {b — d) 2 
indueix de forma trivial una metrica en C. Donats z = a + bi 1 w = c + di£C tenim 
que 

d(z,w) := \z — w\ = |(a — c) + (b — d)i\ = J (a — c) 2 + (b — d) 2 


es molt facil comprovar que d compleix les propietats de norma, ja que de fet coincideix 
amb la euclidiana de M 2 amb un lleuger ”canvi de notacio”. Farem servir habitualment 
| en comptes de d( ) per denotar aquesta funcio distancia. 


Aixi doncs, tenim que (C, d) es un espai metric. 

Definicio 2.2.5. 

Donat z = a + bi G C definim el seu modul per 

\z\ = d(0,z) = Va 2 + b 2 

o de forma alternativa 

\z\ = \Jz -z 
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Definicio 2.2.6. (Boles de R n j 

Sigui 1 < n G N, e > 0 i Xo G R n . Definim la bola oberta de centre xq i radi e com 
el conjunt 

B £ (xq) = {i £ R" | \x — x 0 | < e} 

De forma similar definim la bola tancada de centre Xo i radi e com el conjunt 

B t (x o) = {i £ R" | \x — xo| < e} 

Definicio 2.2.7. (Discs) 

Sigui r > 0 i zq G C. Definim el disc obert de centre zo i radi r com el conjunt 

D r (z 0 ) = {z G C | \z — z Q \ < r} 

De forma similar definim el disc tancat de centre zq i radi r com el conjunt 


D r {zo) = {z G C | \z — zo\ < r} 

Definicio 2.2.8. 

Denotem per DcC al disc unitat, de centre 0 + Qi i radi 1, es a dir D = -Di(O) = {26 
C | |*| < 1 }. 


D’alra banda denotem per T C C a la circumferencia unitat, es a dir, T = {z G 

C | |*| = 1}. 

Lema 2.2.9. 

El conjunt B = (i? e (xo) j 0 < e G M, xo G R 2 } es una base de la topologia de R 2 com 
a espai metric. 

El conjunt V = { D r (z 0 ) | 0 < r G R, z 0 G C} es una base de la topologia de C com a 
espai metric. 

Proposicio 2.2.10. Els conjunts C i R 2 amb la topologia d’espai metric son homeo- 
morfs. 

Demostracio. Recuperem l’aplicacio definida a l’exercici ??: 

/ : R 2 —> C 
(x, y) 1 —> x + yi 


Demostrem que / es continua, oberta i bijectiva: 


Continu'itat. Sigui D C C 1111 obert i volcm veure que / _1 (12) es obert de R 2 . 
Pel lema 2.2.9 T> es base de la topologia d’espai metric de C. Per tant es suficient 
provar-ho per 12 = D r (zo ) amb r > 0, Zq = Xq + yoi G C arbitraris. Es clar que 

/ _1 {D r (zo)) = f~ l ({z G C j \z - z 0 \ < r}) = B r ((x 0 , y 0 )) 

i com que B r ((x 0 ,y 0 )) es obert de R 2 obtenim el que volicm. 
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• Oberta. D’altra banda tambe es comprova facilment que donada B e ((xo,yo)) C 
M 2 es te que 

o, y 0 ))) = D e (x 0 + y 0 i ) C C 

• Bijectivitat. En primer Hoc / es exhaustiva ja que donat a + bi G C tenim que 
(a,b) G M 2 compleix /((a, b)) = a + bi per definicio de /. En segon Hoc, / es 
injectiva ja que /((a, b )) = /((c, d)) a + bi = c + di a — c— ( d — b)i 

a — c = 0 i d — b = 0 a = c,b = d •<=>■ (a, 6) = (c, d). 

Per tant, concloem que / es homeomorfisme 

M 2 = C via l’homeomorfisme / 


□ 

Corol-lari 2.2.11. Hi ha una bijeccio entre B i T>, es a dir, entre les boles de M 2 i els 
discs de C 

Proposicio 2.2.12. 

Algunes propietats per al modul d’un nombre complex son: 

1. Per a tot z G C es compleix que \z\ >0 i, a mes, |z| = 0 si i nomes si z = 0. 

2. Per a tot z G C es verifica que —\z\ < 9ft (z) < \z\ i — \z\ < < \z\. 

3. \z ■ w\ = \z\\w\, per a tot z,w £ C. 

4■ Si z 7 ^ 0, aleshores \z _1 \ = py. 

5. Si z 7 ^ 0, aleshores per a tot w G C es compleix \w/z\ = |iu|/|,s|. 

6. Desigualtat de Cauchy-Schwarz. Per a tot parell de nombre complexos z,w 
es compleix que 

|9ft(^-w)| < |z||w;| i |S(z-'u;)| < | 2 ||u>| 

7. Desigualtat triangular. Donats z,w G C es compleix que 

\z + w\ < \z\ + Iwl 


Exercici 2.2.13. Demostreu la Desigualtat de Cauchy-Schwarz i la Desigualtat tri¬ 


angular de la proposicio |2.2.12[ Mes encara, donat n > 1 i Z\,...,z n G C demostreu 
que 




= E 


i =1 2—1 


\ZlZ2 ■■■z n = \ZA\Z2\ ■ ■ ■ \z n 
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2.2.3 Argument d’un nombre complex 


Pel que hem vist a la proposicio 2.2.10 podrem indentificar els nombres complexos com 
punts del pla euclidea R * 2 . Donat cl nombre complex x 0 + y 0 i 1’identifiquem amb el punt 
de R 2 que te x 0 com a component en I’eix x i y 0 com a component en l’eix y. A la figura 
2.2.3 hi tenim representada aquesta identihcacio. Com que la component y determina 


la part imaginaria i la component x determina la part real, sovint ens referim a l’eix y 
i x per iM i R respectivament. 


y 



iM 



Aquesta identihcacio de C amb R 2 ens permet obtenir una representacio geometrica 
dels nombres complexos. Donat z = Xo + iyo G C sigui a [] Tangle que formen el vector 
(x 0 , yo ) amb l’eix d’abscisses i r = \Jxl + y$ la seva longitud. Mitjangant un raonament 
de trigonometria senzill es clar que podern expressar el punt (xo,t/o) com 


(x 0 ,y 0 ) = (r cos a, r sin a) = r (cos a, sin a) 

i via rhomeomorhsme (identihcacio) R 2 = C, i observant que r = |xo + iyo obtenim 
que 

x 0 + iyo = r(cos a + i sin a) = |xo + iyo\ (cos a + i sin a) 

Observem que degut a la periodicitat de les funcions cosinus i sinus podriem haver 
dehnit a com Tangle que forma el vector (xo,yo) sumat a un multiple enter de 27T, es a 
dir, a := a + 2nk, k G Z. 

Es per aixo que ens veiem amb la necessitat de dehnir el que en dirern argument d’un 
nombre complex. 

Definicio 2.2.14 (Argument). [^] Donat z G C\{0} anomenem argument de z i re- 
presentem per arg z qualsevol nombre real 9 tal que z = |z|(cos0 + isin9). Observem 
perd que arg no es una funcio. 


Definirem V argument principal de z per 

Arg z = 9 0 E [0, 27 t) tal que z = ^(cos^o + i sind 0 ) 

En general, per fer que el 6 corresponent a un cert nombre complex sigui unic, es 
suficient amb imposar la condicio addicional que pertanyi a u ncert interval semiobert 
I de longitud 2 tt (com ara [0, 27t) o [— 7t, 7t) que son els mes utilitzats). Escollir aquest 
interval I es coneix com a prendre una determinacid de l’argument. 

^er fixar un ’’origen” per als angles, prenem Tangle 0 com el que formen el vector (1,0) i l’eix x i 
a partir d’aquest els angles creixen en sentit antihorari. 

2 Molts autors defineixen l’argument principal en l’interval (—7r, 7t] ; son simplement convenis. 
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Si ara considerem la restriccio arg 7 : C\{0} —» /, on arg 7 z es Funic valor de arg z tal 
que pertany a l’interval /. Aleshores si que tenim una funcio. 

Aquest funcio no es, pero, continua. Clarament, Arg = arg[ 0 27r ^ : C\{0} -G [0,2 tt) 
es discontinua a M + U {0}. En general, donada una determinacio de l’argument amb 
/ = [0o, 27T + 0 O ) tenim que arg j es discontinua a la semirecta tancada que forma un 
angle 0o amb el semieix real positiu. 

Per tenir una visio mes formal i general sobre la determinacio de Fargument (tambe 
coneguda com determinacio continua de Fargument) es recomana fer una ullada a les 
pagines 23-26 de (2j. 

Definicio 2.2.15 (Forma polar). Donat un nombre complex z G C que podem expressar 
per |z|(cos0 + isin0) per algun 6 e M, utilitzarem la notacio r = |z| per escriure 

z — r\ — r(cos 6 + i sin 6) 

o be simplement rg quan sigui obvi a quin nombre complex ens estem referint. D 'aixd 
en diem la forma polar d ’un nombre complex. 

Observacio 2.2.16. 0 De vegades s’utilitza tambe la notacio arg z per designar el 
conjunt de tots els arguments de z. Notem que si 9 es un argument de z aleshores 

arg z = {9 + 27 rk \ k G Z} 

Formalment arg z es, per tant, una classe d’equivalencia de M/27rZ; informalment, diem 
que arg z esta determinat llevat d’un multiple enter de 27r. 


2.2.4 Visio geometrica 

• Grafica de la funcio arg de z en M 3 com a escala de cargo!. 


3 Extret de [2]. 
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2.2.5 Interpretacio geometrica de la suma i el producte de dos nombres 
complexos 


A partir de la identificacio de C amb M 2 tenim que la suma de dos nombre complexos 
es pot interpretar com la suma de dos vectors de M 2 , es a dir, la suma de dos nombres 
complexos compleix la regia del paral-lelogram. Aquesta idea es pot veure exemplificada 


a la figura 2.2.5 



Pel que fa al producte siguin z\ = a + bi, z 2 = c + di G C. Com ja hem vist a la seccio 


2.2.3 podem expressar Z\ i z 2 en la seva forma polar com 


z i = \z\ | (cos 9\ + isindi) = r z e \ 

z 2 = \z 2 1 (cos d 2 + i sin 0 2 ) = r z e 2 2 
Si realitzem el producte i operem arribem a 


z\ ■ z 2 — \zi 11 z 2 1(cos 6\ cos 02 — sin 0i sin 02 + *(cos0i sin0 2 + sin0i cos0 2 )) 


i a partir de les formules trigonometriques corresponents al sinus i el cosinus de la suma 
de dos angles a, f3\ 

cos(a + (3) = cos a cos f3 — sin a sin f3 
sin(a + (3) = cos a sin (3 + cos f3 sin a 

obtenim 

Zi ■ z 2 = \Z! 11 ^ 2 1 (cos (0! + 0 2 ) + fsill(0 1 + 0 2 )) = Tq 1 ^ 

Per tant, el producte es correspon amb un nombre complex amb modul igua al producte 
de moduls dels dos factors i l’argument es la suma dels arguments de cadascun dels 
nombres. n Els angles se sumen i el modul s’allarga o s’encongeix segons sigui el cas ”. 
A la figura segiient hi tenim representada la situacio que acabern d’analitzar per al 
producte. 
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y 



Proposicio 2.2.17. Sigui z G C i rg la seva forma polar. Aleshores 

z n = (' r n )ne 

es a dir, si z = r(cos9 + ism9) aleshores 

z n = r n (cos(n9 ) + isin(n9)) 


Demostracio. La demostracio es fa per induccio i es consequencia del cas n — 2 que ja 
hem fet abans prenent a — j3. Els details es deixen com a exercici. □ 

A la segiient seccio introduim les arrels n-essimes d’nn nombre complex. 


2.2.6 Arrels n-essimes d’un nombre complex. 

Defmicio 2.2.18. Donat un nombre complex z £ C i n e N diem que w G C n’es una 
arrel n-essima si es satisfa 


Teorema 2.2.19. Sigui 1 < n G N i z G C. Aleshores existeixen wi,...,w n G C tals 
que wf — z per a tota i e {1, ...,n} 7 w l ^ Wj, \/i ^ j. A mes, si u G C satisfa u> n = z, 
aleshores u = Wk per algun k G {1, ...,n}. 

Demostracio. Fixat n > 1 i z G C, considerem w G C i els expressem en la forma 


z = |z|(cos0 + isin^) = r z e 
w = |u>|(cos(^ + isiny?) = 


A la seccio anterior (venre proposicio 2.2.17) hem vist que en multiplicar dos nombres 
complexos tenim additivitat d’arguments i multiplicacio de moduls. Volcm trobar les 
solucions de Lequacio 

w n = z (2) 
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es a dir de 


r n<£ = r e |u>| n (cos(n<^) + isin(n</?)) = |z|(cos 9 + i sin 9) 

d’on es dedueix que \w\ = |^| 1//n i 9 = rup, pero per periodicitat de les funcions sinus 
i cosinus, en general tindrem 6 = rup + 2nk , fc G Z. Per tant, aillant, tenim que tot 
complex amb forma polar (\z\ l i n ) Vk amb (p k = 9+27rk = ? + G Z es solucio de 

bequacio [2j 

Es comprova facilment que la familia {p \ fceZ} nomes ens dona n solucions diferents, 
amb represent ants, per exemple, prenent k G {0, ...,n — 1}. Amb aixo hem trobat n 
solucions wi,...,w n que seran respectivament (|z| 1//n ) (/ , 0 , (|^| 1 / n ) v , 1 ,..., (|^| 1 / n ) ¥ , ri _ :L i com 
que hem vist, resolent, que totes les solucions son d’aquesta forma, obtcnim la unicitat. 
Es a dir, si to es solucio de [2J aleshores u = i\z\ l ^ n ) ipk per algun k G {0, ...,n — 1}. □ 

Resumint, la formula que podem fer servir per trobar les arrels n-essimes d’un nombre 
complex z = r (cos 9 + i sin 9) es la segiient: 


(° 

2kn\ 

• ■ ( 9 

2kn\ 

cos —b 

— 

+ i sin - + 

— 

\n 

n y 

\n 

n ) 


, k = 0,1,..., n — 1. 


Exercici 2.2.20. Donat zGC demostreu que les dues arrels quadrades de z 2 — 1 (COM 
FORMUALR BE?) 


2.3 Nocions basiques sobre series i successions de nombres 
complexos. 

Pel que fa a aquesta seccio s’assumeix que cl lector te coneixements basics sobre series 
numeriques de successions reals, aixi com els criteris mes importants de convergencia 
(criteri de comparacio, criteri de barrel i del quocient, criteri de Drichlet,etc). 

Definicio 2.3.1. Sigui z n G C, n G N. Diem que Hindoo z n = z si per a tot e > 0 
existeix n o(e) > 0 tal que \z n — z\ < e si n > no- Geometricament, aixo vol dir que per 
a n > n 0 , z n es dins del disc de centre z i radi e, D e (z). 

Equivalentment, 

lim z n = z lim 9ft(z n ) = 9ft(2) i lim A(^ n ) = 3(0 

n—too n—^00 n—>oo 

Definicio 2.3.2. Diem que Y^=i z n convergeix si Sn = J2n=i z n te limit quan N —* 00 . 
Equivalentment, 

OO OO OO 

Y z * convergeix 9ft(z„) i Y convergeixen. 

n =1 n =1 n= 1 

Definicio 2.3.3. Diem que Y^=i z n convergeix absolutament si \z n \ convergeix 
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Proposicio 2.3.4. 

oo oo oo 

Y z n convergeix absolutament si i nomes si ®( z n) i Y ^(zn) convergeixen. 

n= 1 n =1 n= 1 


Demostracio. 

=*>) Com s’ha vist a la proposicio 2.2.12 es compleix que |9?(z n )|, |3f(z n )| < \z n \. Ara per 
hipotesi que la serie de les z n convergeix absolutament i aplicant el criteri de comparacio 
per a series numeriques reals obtenim que 


oo>x: \z n \ > 

OO > J2 \ Z n\ > 

que es el que voliem. 

-<=) Es compleix que \z n \ < |9?(z n )| + A(z n ) per a tot z n . Pel criteri de comparacio 
obtenim: 


Y \ Z n\ - XXI^(^)I + l^(^n)l) < Y l^(*n)| + Y l^(^n)| < OO 

On en l’ultima igualtat utilitzem que els dos termes que s’estan sumant dins la serie 
convergeixen per separat, per hipotesi. □ 

Observacio 2.3.5. Sigui OcCi/:0->C una funcio a valors complexos. ACABAR 

3 Funcions complexes. Funcions analitiques com¬ 
plexes i series de potencies. 

En general considerarem funcions / : Q —> C definides en un domini 0 del pla complex 
i que prenen valors complexos. Aquestes funcions complexes les podem representar en 
la forma / = fi + if 2 , on / 1; f 2 son funcions a valors reals definides per 


A : n —» M 
« —► »(/(*)) 


f 2 : n —> M. 

« 1 —> $(/(») 

i de vegades escrivim / = 3(?(/) + i$s(f) = Re(/) + ilm(f). 

Les funcions complexes mes elcmentals i que seran fonamentals a l’liora d’estudiar les 
series de potencies son els polinomis de variable complexa a coeficients complexos. 
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Donats ao,ai,...,a n G C l’expressio general d’un polinomi en la variable complexa 
z = x + iy es 

P{z) — Oo A a±z + • • • + a n z n 

A mes, pel teorema fonamental de l’Algebra, existeixen a l5 ...,a r G C i mi, G N 

tals que P(z) es pot expressar (descomposa) com 

P(z) = a n (z - cq) mi (z - a 2 ) m2 ■■■(z- a r ) mr 

on clarament mi + • • • + m r = n, essent n el grau del polinomi P. Veurem una de- 
mostracio d’aquest teorema mes endavant, quan aprofundim en el concepte d’integracio 
complexa i d’holomorfia. 

Pensant la variable z com la combinacio lineal x + iy de les variables reals x, y , podem 
considerar P com un polinomi de dues variables a coeficients complexos. Operant 
podem transformar P en la forma P = P(x,y ) = P\(x,y) + iP 2 (x,y) on P \, P 2 son 
polinomis reals de dues variables. 

Observacio 3.0.6. Tot polinomi en z el podem expressar de forma equivalent com 
un polinomi en les variables x i y, pero en general, no es cert que tot polinomi en 
les variables x i y (encara que sigui a coeficients complexes) es pugui posar com un 
polinomi en la variable z. De moment no insistirem en aquest detail. 

A continuacio presentem les series de potencies complexes. 

Definicio 3.0.7. Rep el nom de serie de potencies complexa tota serie de la forma 

OO 

S = J2 a ni z ~ ZoT 

n =0 

on a n G C i s ’anomena coeficient n-essim de la serie de potencies. En el nostre context, 
z es una variable que pren valors complexos i tambe zq G C. A mes, diem que S esta 
centrada en zq. Si per exemple els coeficients ao,...,a m son tots 0 per algun m > 0, 
aleshores escriurem sovint 

OO 

S = Y, a n( z ~ Zo) n 

n=m 

Es clar que la serie S que acabem de definir nomes tindra sentit (o almenys, sera 
d’interes) en aquells punts z en que sigui convergent. De fet, el que ens interessa es 
tractar S com a funcio complexa de la variable z i aixi escriure 

OO 

f(z) = J2 a n(z - z 0 T 
n=0 

Enunciem a continuacio cl resultat mes important pel que fa a la convergencia d’una 
serie de potencies complexa. [j] 

4 Es molt recomanable llegir les pagines 28 — 32 dels apunts d’Analisi Matematica fets per 1’Alejandro 
Molero durant el curs 2014-2015, per a una petita i entenedora introduccio a les series de potencies en 
la variable complexa 
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Teorema 3.0.8 (Cauchy-Hadamard) . Sigui S = a n{ z — zo) n una serie de po¬ 

tencies complexa, amb a n , zq G C. Sigui R G [0, +oo) U {+ 00 } I’anomenat radi de 
convergencia tal que 

1 


Aleshores, 


— = lim sup y\a r 

ft n —>00 V 1 


a) Si |z — zq\ < R tenim que Jfa n (z — zo) n convergeix. De fet, per a tota r < R, 
tenim que Jfa n (z — zo) n convergeix uniformement al disc de centre zq i radi r, 


A-M 51 

b) Si \z — Zq\ > R tenim que 


Y, a n (z — z 0 ) n divergeix. 

n =0 


c) La funcio f(z) = J2^=o a n{z — zo) n es derivable al disc de centre zo i radi R, 
Dr(zq), i a mes la derivada formal de f respecte la variable z es 


f'(z) = Y na n( z - z 0 ) 


n— 1 


n =0 


amb el mateix radi de convergencia R. 

Demostracio. Venre Apunts Alejandro Molero. Pagina 29, Teorema 2.3.4 


□ 


Definicio 3.0.9. Si f(z) = Jf^niz — zo) n amb radi de convergencia R > 0, la seva 
derivada complexa 0 derivada formal respecte de la variable z es (definida a Dr(zo)) 

f\z) = jz = Y na ^ z - z «Y-' 

CoroMari 3.0.10. Sigui R el radi de convergencia de 

OO 

f(z) = Y a Y z - z o) n 

n =0 

aleshores f es infinitament derivable a Dr(zo). 

Demostracio. La prova es conseqiiencia del Teorema de Cauchy-Hadamard aplicat in- 
ductivament a les successives derivades. Si denotem per /^ la derivada fc-essima de 
f(z) = Jfa n (z — zo) n , aplicant k vegades l’apartat c) del teorema obtenim que / es 
k vegades derivable, i aixo per a tota k G N. Per tant / es infinitament derivable. 
Derivant formalmcnt k vegades / en el seu domini de definicio (on tenim convergencia) 
obtenim 

OO 

n—k 


n—k 


f k \ z ) = Y n( y n ~ 1 )-- 

n= 0 

00 

■ {n- k + 1 )a n (z - zo) 

Y n ( n ~ 1 )-- 

n=k 

• ( n~k + 1 )a n (z - z 0 ) 


5 Tenim convergencia uniforme sobre compactes. 
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que te com a coeficient n-essim, b n = n(n— 1) • • • (n—k+l)a n . Ara be, hem de comprovar 
que cl radi de convergencia d’aquestes derivades coincideix amb R. Si denotem per R * 
el radi de convergencia de la fc-essima derivada de / tcnim que 


— = lim sup y\b n \ = lim sup y | n(n — 1) • • • (n — k + l)a n \ 

= lim sup { n(n — 1) • • • (n — k + 1) • lim sup \ \a n \ 

n—>oo V 7 n—>-oo V 

= 1 • lim sup \f\an\ = 4 =>■ Rk = R 

n —V 1 1 

Hem utilitzat que 

lim \/n(n — 1) • • • (n — k + 1) = 1 

que es demostra facilment prenent logaritmes i despres desfent cl canvi prenent expo- 
nencial: 

log — 1) ■■■ (n — k + 1)^ = — log(n(n — 1) • • • (n — k + 1)) 

log(n) log(n — 1) log(n — k + 1) 

n n n 

si prenem limits quan n —>■ oo es clar que lo g('"~ a ) ; a g pf se ’ n va a 0 i per tant el 
logaritme anterior tendeix a 0 quan n tendeix a infinit. Recuperant l’expressio inicial 
tenim: 

lim j/ n ( n -l)...(n-(fc + l)= lim e'° g (-<—*+ d) 

n—>• oo V n—too 

limn-^oc log^ ^/n(ra—l)-"(ra—fc+1)^ 

— e° — 1 


Corol-lari 3.0.11. Sigui R el radi de convergencia de la funcio 

OO 

f(z) = J2 a n( z - z *) n 

n =o 

aleshores f te per polinomi de Taylor de grau N al voltant de z 0 el polinomi 


N 

PnjM = a n( Z — Z o) 

n =0 


amb 


&n 


f n) (z 0 ) 
n\ 


□ 
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Teorema 3.0.12 (D’Abel). Considerem una serie de funcions del tipus fn(zo)g n (zo) 
on f n ,g n son funcions complexes, i suposem que ^ n /„(zo) es uniformement convergent 
a 12 C C i que existeix M > 0 tal que per a zo G 12, 

M*0I + E \g n {zo) - g n +i(zo)\ < M. 

n> 1 

Aleshores la serie J2 n fn(zo)g n {zo) convergeix uniformement a 12. 

Teorema 3.0.13 (Criteri M de Weierstrass). Sigui f n ,n G N una successio de funcions 
definides a 12 C C tals que \f n ( z ) I < M n per a tot z G 12, n > 1 i certa constant M n 
(per a cada n), complint que J2 n M n < oo, aleshores la serie fn{zo) es uniformement 
convergent a 12, per a tot zq G 12. 

A continuacio introduirem concepte de funcio analitica complexa seguit d’un petit 
repas dels conceptes de connexio i components connexes pel que fa a C com a espai 
topologic. 

Definicio 3.0.14. Sigui 12 C C un obert i f : 12 —y C una funcio a valors complexos. 
Diem que f es analitica complexa si i Jiomes si per a tot Zq G 12 existeix R := 
l?(Ao) > 0 i una successio {a n } C C (que tambe pot dependre de z 0 ) tal que si z 6 D R (z 0 ) 
aleshores formalment es te la igualtat 

OO 

f(z) = a n(z - z 0 ) n 

n=0 

Notacio 3.0.15. Per denotar que / es analitica complexa en 12 farern servir la notacio 

/ e C“(D). 

Conseqiiencies de la definicio 


1) Si / es analitica complexa aleshores / G C°°(12). 


Demostracio. Es conseqiiencia directa del corol-lari 


3.0.10 


□ 


2) Fixat zo G 12, els coeficients a n de l’expressio local de / donada per la serie 
Jf a n(z — z 0 ) n venen determinats per 




f n) (z 0 ) 

n ! 


Demostracio. Avaluant / en z = Zq obtenim que f(zo) = ao i f en f el mateix amb 
les succesives derivades =>■ f'(zo) = ai,..., f k \zo ) = k\ak de manera que certament 
es compleix la relacio per a tot k G {0,1,..., k ,...} □ 


Definicio 3.0.16. Sigui 12 C C. Diem que 12 es connex si no existeixen dos oberts 
(en la topologia de subespai) no buits i disjunts, la unio dels quals sigui tot 12. Mes 
formalment, 12 es connex si no existeixen A, B C C oberts tals que A 1 = Afll2* 
Bi — B fl 12 compleixin Ai fl Bi — 0 (disjunts) i A 1 U Bi — 12. 


18 







Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Definicio 3.0.17. Sigui H C C. Diem que 12 es convex si per a tot parell de punts 
z,z' E Q el segment [z, z’\ C 12. |^] 

Definicio 3.0.18. Sigui 12 C C. Diem que 12 es estrellat si existeix z$ G 12 tal que 
per a tot z G 12 el segment [zo, z] esta dins de 12, i.e [zo, z] G 12. 

Definicio 3.0.19. Sigui 12 C C. Diem que 12 es una regio o un domini si es obert, 
no buit i connex. 


Definicio 3.0.20. Sigui 0 7^ 12 C C. Diem que 121 C 12 es una component connexa 
de 12 si es un subconjunt connex maximal. Aixd vol dir que si zo G 12 j i W es un 
subconjunt connex de C tal que z 0 G W aleshores W C 12!. 

Proposicio 3.0.21. Sigui 0 7^ 12 C C, aleshores 


(i) Tota component connexa de 12 es un tancat de 12 amb la topologia de subespai. 

(ii) Dues components connexes 0 be coincideixen (son la mateixa) 0 be son totalment 
disjuntes. 

(Hi) Tot connex de 12 esta en una i nomes una component connexa. 

(iv) 12 es unio disjunta de les seves components connexes. 

Teorema 3.0.22 (Principi de prolongacio analitica). 

Si f : 12 —>■ C es una funcio analitica complexa i z 0 G 12 es tal que f^(zo) = 0 per a 
tot iigNU {0}. Aleshores f es identicament 0 (i.e f = 0) a la component connexa de 
12 que conte Zo (tambe pot ser zero a fora, o no, pero d’aixo no en parlem). 

Demostracio. Considerem A = {z G 12 | f k \z) = 0, Vfc > 0}. Observem que podem 
posar A com 

OO 00 _1 

a = nu e n 1 /*>(*) = 0} = n (/<*>)■ ({o}) 

k= 0 fc=0 

i com que les /^ son continues per a tot k i { 0 } es tancat, tenim que la seva preimatge 
tambe es un tancat. Per tant A es una interseccio infinita de tancats, amb la qnal cosa 
obtenim que A es tancat. D’altra banda A 7 ^ 0 ja que Zo G A per hipotesi. Veiem ara 
que A es obert: si u G A, com que / es analitica complexa sabem que existeix R(u) > 0 
tal que per a tot z G D R (u) es te 


/(7 = X — —lz-u) 


n =0 


n\ 


(3) 


com que u G A tenim que /^(n) = 0 per a tota k > 0 i per tant de l’expressi6[3]deduim 
que f(z) = 0 per a tot z G D R (u). I per la definicio de A concloem que D R (u) C A i 
per tant A es obert. 


Com que A es obert, tancat i no buit amb Zo G A. aixo implica necessariament que A 
conte la component connexa de Zq. □ 


6 Per a la senzilla definicio de segment veure la definicio 


4.1.16 
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Enunciem ara els mateixos resultats pero canviant les hipotesis sobre £2, que suposarem 
que es una regio. (Extret de (3] ) 

Corol-lari 3.0.23. Sigui £2 una regio i f : £2 —> C una funcio analitica en £2. Aleshores 
son equivalents: 

i) f{z ) = 0 per a tot z G £2. 

ii) Existeix zq E £2 tal que f n \zo) = 0 per a tot n E N. 

Corol-lari 3.0.24 (Principi de prolongacio analitica). Sigui £4 una regio i f, g : £2 —>• C 
funcions analitiques en £2. Aleshores son equivalents 

i) f(z) = g(z) per a tot z E £4. 

ii) Existeix z 0 € £4 tal que f n \z 0 ) = g n \z 0 ) per a tot n E N. 

Lema 3.0.25. Donades dues successions {a n }, {b n } C C es te que que si Y) a n i Y)b n 
son convergents (i almenys una d’elles es absolutament convergent) aleshores, 

oo / n \ 

Y ^ a k b n _ k = (J2 a n ) b n) 

n= 0 \fc=0 / 


Demostracio. Pendent. □ 

Corol-lari 3.0.26. Si f,g son dues funcions analitiques complexes a £4, /, g G C^(£2) 
aleshores la funcio producte f ■ g tambe es analitica complexa. 

Demostracio. Donat Zq G £4 

• Existeix Ri > 0 i una successio {a n } C C tal que 

OO 

f(z) = Y - *>)" 

71=0 

si z G D Ri {z q ). 


• Existeix R 2 > 0 i una successio {&„} C C tal que 

OO 

9(z) = Y b n( z ~ z o) n 

71=0 


si z E D R 2 (zq). 


Si prenem R 3 = niin{i?i, i? 2 }>0 i apliquem el lema 3.0.25 tenim que 


00/71 


f( z )g( z ) = Y a ™( z - *o) n Y b n(. z - z o) n = Y 5Z a fc 6 n _ fe (z - z 0 y 


\n=0 


Kn =0 


7i=0 \k =0 


i per tant si prenem {c n } C C amb c n = J2 k=0 a k b n _ k tindrem 


f( z )9( z ) = Y °n( z ~ z oY 

n =0 


per a tot z E Dr 3 (zq), comprovant aixi la definicio de que f ■ g sigui una funcio analitica 
complexa a £2. □ 
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Proposicio 3.0.27. Sigui f(z ) = D a n z n definida a D r(0) per a cert R> 0. Aleshores 
es te que f es analitica complexa a Q = D R ( 0). 

Demostracio. Donat Zq £ D hem de trobar r > 0 i una successio {6 n } C C (que, com 
ja s’ha dit anteriorment, depen de zo) tal que 

OO 

f{z) = Y - z o) n si z £ D r (z 0 ) 

n =0 

Primer de tot emprem l’estrategia de sumar i restar, 

OO OO 

f{z ) = Y a ^ n = Z a n( z - A) + z oT 

n =0 n =0 


n-k + 1 )z%~ k 

= Y( Z ~ Zofbn 

k= 0 

Ara triem el r > 0 que buscavem al principi tal que r < R—\zq\ (veure figura[l]) ja que 
aleshores tindrem que z 0 + r £ D R ( 0). Si z = z 0 + r i si considerem la suma parcial 
IV-essima, Sn, de V anterior serie tenim que 

N k N N 

Z 7q Z n ( n - 1) • • • (n - k + 1 )a n z^ k = Y a n(z 0 + r) n convergent. 

k= 0 * n>k 72—0 


OO -I / OO 

Y( z ~ z *) k u I E ft 

fc =0 


n\ 


k -\^k (n~k)\ 


= Z(~ - z °) k ry Z a X n - 1) ■ ■ ■ 

k =0 V K - n>k 


Aixi la serie Y,kL 0 ( z ~ z 0 ) k b n te racli de convergencia mes gran o igual que IV que hem 
triat per fer el raonament. Per tant en un entorn de z 0 , f(z) = Yi a nZ n es pot desenvo- 
lupar en serie de potencies (centrada en zo). 

Concloem, doncs, que f(z) = J2 a nZ n es analitica complexa. □ 


3.1 La funcio exponencial complexa 


Es ben conegut que la funcio exponencial real e x ,x £ 1 es pot definir com la serie de 
potencies 


OO ^71 




72—0 


m 


per a tot i6R. En el cas que la variable sigui complexa, resulta que aquesta "expres- 
sio'segueix essent valida. 


21 






Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 



Figura 1: Esquema de la situacio. 


Definicio 3.1.1 (Exponencial complexa). Per a tot z G C, es defineix la funcio expo¬ 
nential complexa (exponential en base e) com la serie de potencies 


:=£ 


°o z n 


n =0 


nl 


Per acabar de veure que l’exponencial complexa esta ben definida, cal simplement 
comprovar que el radi de convergencia de la serie es infinit. 

Exercici 3.1.2. Demostreu que lim„ ij/j, = 0 i concloeu que el radi de convergencia 
de la serie 


es infinit. 



Enunciem ara unes quantes propietats sobre aquesta funcio especial. 


Propietats 

0) e z = e x si x G M 
1 ) e z+w = e z -e w ,Vz,w eC. 
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Demostracio. Expressant en la forma de serie de potencies tenim 


m _ ^ (z + w) n _ ^ 1 ^ fn\ ~ k _ n _ k 


= E 


n =0 
oo 


n\ 


S n! £ l k 1 z w 


n\ 


£ nl 'So(n^k)\k\ 


z k w n ~ k 


oo n z k y^ri—k 


= EE 


n=0^0 k ! ( n ~ fc ) ! 


00 


°o w n 


E^r = 


e z -e w 


\n =0 


Vn=0 


□ 


2) Per a tot z G C es te que e z ^ 0. 


Demostracio. Prenem zeCi observem que 

1 = e° = e (z ~ z) = e z ■ e~ z 

on hem aplicat la propietat 1) ja demostrada. Es clar que la condicio e z ■ e~ z = 1 
forga a que els dos termes que es multipliquen, i en particular e z , siguin diferents 
de 0. □ 

3) La imatge de e z es C\{0} = C*. 

4) £e‘ = e*. 


Demostracio. Aplicant el teorema de Cauchy-Hadamard obtenim que 


oo ' 


(**)' = EE = E 


oo fi 2 ; n ~ 1 00 1 


= E 


°o z n 


%n\) ^ n\ ^i(n-l)! 


= EE = 


n —0 


n\ 


□ 


5) e 2 = eh 
Demostracio. 



OO 


E 

n=0 


Z u 

n\ 


E 


n =0 


Z 

n\ 


6 ) \e z \ — e^ z \ 

Demostracio. Tenim que 

\e z \ 2 = e z l? = eV = e* +I = e m{z) 

i prenent arrels obtenim cl resultat. 


□ 


□ 
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7) 


Si y G M aleshores e iy te modul 1 i a mes, tenim la igualtat de funcions complexes 
(formal) segiient: 

e iy = cos y + i sin y 


Demostracio. Que e iy te modul 1 es trivial ja que 

\e iy \ = \J e w . e -iy = y/ e iy-w = yj ~ e o = vT = 1. 

D’altra banda per veure la igualtat e iy = cos y + i sin y per a tot t/6l nomes cal 
usar que les series de potencies del sinus i el cosinus a tot M son 


Sill (x 


) = £(-!)' 


X 


2 n+l 


n=0 


(2n + l)! 


x 


2 n 




Ara per definicio tenim que 




(■ W ) 


n oo n 
:n y 


= EAf = 


71=0 


n\ 


71=0 


n\ 


i d’altra banda es comprova facilment que 


■ n _ j (—l) n si n e 2Z 
1 1 (—l) n ■ % si n ^ 2Z 


de manera que podem separar [] la serie en dos termes arribant 




2n 


71=0 

y‘ n 


(2n) 


■ l 


. y 


2 n+l 


n=0 


(2n + 1)! 




y 


2n+l 


71=0 


(2 n)\ 


71=0 


(2n+ 1)! 


= cos y + i sin y 


□ 


Corol-lari 3.1.3. Donat z G C, z ^ 0, tenim que 


z = 


z e 


id 


amb 6 e [0, 2tt). 


Demostracio. Ja vam veure que podiem expressar zfCen la seva forma polar com 
z = \z \(cos 6 + isin6 ) ) per algun 6 G M. Ara, per la propietat 7) abans demostrada, 
obtenim la igualtat 

z = 1 21 (cos 6 + isin#) = | z\e l6 


□ 

9 Utilitzem que les series del cosinus i el sinus son (absolutament) convergents a tot R per poder 
separar-les. 
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Observacio 3.1.4. Aquesta forma d’expressar un nombre complex (veure el corol-lari 
anterior) es coneix com la formula d’Euler i es de les mes utils i ussades a l’hora de 
treballar amb complexos juntament amb algunes propietats de la funcio exponencial 
com les exposades anteriorment. 

Exercici 3.1.5. Demostreu que l’aplicacio definida per 

exp : (M, +) —» (C*, •) 
x i—» e lx 

es morfisme de grups i que la seva imatge es la circumferencia unitat T. 

Exercici 3.1.6. Demostreu que l’exponencial complexa e z es una funcio periodica amb 
periode 2ni. Indicacio: una opcio es usar la formula d’Euler. 

Proposicio 3.1.7. Si a ^ 0 aleshores I’equacio e z = a te infinites solucions. 

Demostracio. D’entrada com que e z es exhaustiva, almcnys existeix zq tal que satisfa 
e z ° = a. Ara, com que e z es periodica amb periode 2iri tenim que Zq + 2kiri es tambe 
solucio per a tot fc G Z, la qual cosa demotra que hi ha infinites solucions. □ 

Observacio 3.1.8. De la proposicio anterior es dedueix que la funcio exponencial 
complexa no es una funcio injectiva en tot cl seu domini. 

3.2 Funcions trigonometriques en la versio complexa 

A partir de la formula d’Eulcr e l6 = cos 6 + i sin 6 amb 9 e M, observant que cos 9 = 
3?(e* 61 ) i sin 9 = ^s(e l6 ), i a partir de les rclacions deduides a l’exercici 
podem dehnir les funcions sinus i cosinus d’un nombre real 9 com 

e l6 + e~ l6 
cos 9 =--- 

_ g ^ 

sin 9 = - 

2 i 

Per extendre aquestes funcions als complexos, per dehnicio i per a cada z € C es 
dehneixen cosz i sin z: 

£ iz + e iz 

cos ^ =- 

2 

e iz _ e ~iz 

sin Z = - 

2 i 

Seguidament enunciem les propietats basiques que compleixen les funcions acabades de 
dehnir (les quals ja complicn les corresponents funcions en la seva versio de variable 
real): 

Propietats 

i) Per a tot z G C sin 2 z + cos 2 z — 1. 


2.2.4 


tenim que 
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ii) Per a tot z E C, cos(— z) = cos (z) i sin(— z) = — sin(z). 

iii) Per a cada parcll z, w E C es compleix 

cos (A ± w) = cos z cos w =F sin z sin w 
sin(A ± w) — sin z cos w ± cos z sin w 

iv) Les funcions cosz, sin 2 ; amb z E C tenen periode T = 2n. 

Exercici 3.2.1. Demostreu les propietats referents a cos z i sin z enunciades anterior- 
ment per azfC. 

Observacio 3.2.2. Aixi com les funcions reals sin x, cos x tenien modul acotat per 1 , 
ara les funcions de variable complexa sin z, cos z poden prendre valors arbitrariament 
grans. Aixi per exemple donat 16 I 


sinus = 


2 i 


—>• 00 si x —>• ±00 


o tambe 


cos(*x)[ 



—> 00 si x —> ±CXD 


Exercici 3.2.3. Demostren que els zeros de les funcions sin z, cos z amb z G C coin- 
cideixen amb els de les funcions reals sin x, cos x respectivament i qne no n’hi ha mes. 
Es a dir, zq es zero de sin 2 ; (resp cosz) si i nomes si Zo es un zero de sin x (resp cosx). 
(Observem que, per tant, Zq ha de ser real). 


Exercici 3.2.4. De l’exercici anterior, deduiu qne la funcio tan 2 ; amb z E C definida 
per 


Sill z 

tan z = - 

cos z 

esta definida alia on tana: amb 16 I estigui definida. 


3.3 Funcions hiperboliques en la versio complexa. 

Recordem qne en la variable real, les funcions cosh a; i sinha;, x E M es definien per 


e x + e x 
cosh a: =--- 


sinh x = - 

2 

i extenent, per definicio, a la variable complexa tal i com hem fet a la seccio anterior 
amb les funcion trigonometriques sinus i cosinus, tenim que 


e z + e z 
cosh z = --- 
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sinh z 



per a z E C. 


Presentem ara lines quantes propietats i relacions que compleixen aquestes dues fruiti¬ 
ons hiperboliques complexes: 


Propietats 

i) Per a tot z E C es compleix que sinh 2 z — cosh 2 z — 1. 

ii) Per a tot z E C, cosh(— z) = cosh (A) i sinh(— z) = — sinh(z). 

iii) Per a cada parell z,w E C es compleix 

cosh(A ± w) — cosh z cosh w ± sinh z sinh w 
sinh(z ± w) — sinh z cosh w ± cosh z sinh w 


iv) Les funcions sin z i sinh z amb z E C es relacionen per sinh z = — isin(iz) i 
sin z = — isinh(iz). 

v) Les funcions cos z i cosh 2 : amb z E C es relacionen per cosh z = cos(iz) i cosz = 
cosh(iz). 

vi) Els zeros de la funcio sinh z son els punts de la forma z n = nm i els de la funcio 
cosh z els de la forma w n = (n + l/2)m. 


Exercici 3.3.1. Demostreu les propietats enunciades anteriorment per a les funcions 
hiperboliques complexes sinh z i cosh z, z E C. 


3.3.1 La funcio logaritme complex. 

El logaritme complex es pot dehnir com la inversa de la funcio exponencial, tal i com 
feiem amb cl cas de variable real. La primera dihcultat, pero, a l’hora de dehnir- 
lo per al cas complex es el fet que la funcio exponencial complexa no es una funcio 
injectiva en tot el seu domini (C), i per tant, la seva funcio inversa associada no establira 
una correspondence univoca (bijectiva), com passava en el cas real. En aquest cas el 
logaritme sera una funcio multiunmoca de manera que per a un nombre complex fixat, 
cl seu logaritme no sera un unic nombre, sino un conjunt de nombres. Comencem, 
doncs, amb la dehnicio formal. 

Definicio 3.3.2. Per a z E C\{0}, anomenem logaritme de z i ho denotem per logz 
(en base e), qualsevol nombre complex w tal que e w = z. Escriurem, doncs, log z = 
{w E C j e w — z}. 

Observacio 3.3.3. Denotarem per lnx, el logaritme real de x E M en comptes de per 
logx per no confondre’l amb el logaritme complex. 
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Proposicio 3.3.4. Donat z G C, podem deftnir log*, que en general es un conjunt de 
numeros (i no un de sol), a partir de la igualtat de conjunts segiient: 

logz = In \z\-\- i ■ arg z 

En particular, veiem que dos logaritmes d’un mateix numero z e C difereixen en un 
multiple enter de 2iri. 


Demostracio. De la definicio |3.3.2 tenim que log*, 
que e w = z. Posant w = 3?(w) + i$s(w) i z = |z|e*' arg 


* 7 ^ 0, sera tot nombre w G C tal 
2 tenim que s’ha de complir 


e w _ e *R.(w)+iQ{w) _ e $l(w) e iQw _ | li-arg 2 — - 


d’on es dedueix (per exemple prenent modul a banda i banda) que 

e 5 R( A ) — |%| =>p°| 3 ff(iy) = In \z\, Vw tal que e w = z. 
i per tant tots els logaritmes de z tenen la mateixa part real. 


D’altra banda de e= e *' ar s tambe deduim que la part imaginaria de qualsevol lo- 
garitme de z sera i vegades un argument qualsevol de * (i.e. i ■ arg z). 


Aixi doncs, tindrem que 


com voliem demostrar. 


log 2 = In \z\ + i ■ arg z 


□ 


El fet que el logaritme complex logz, z G C, no sigui una funcio sino un conjunt de 
numeros, ens porta a formular dues definicions intimament relcionades amb la que s’ha 
donat a la definicio |2.2.3| sobre la deter m in acid de l’argument i l’argument principal. 

Definicio 3.3.5 (Determinacio principal del logaritme). D’entre tots els logaritmes de 
z, el definit per Arg z (argument principal) s’anomena logaritme principal de z i el 
designem per Log z, 

Log z = In \z\ + iArg z 

Definicio 3.3.6. Es defineix la determinacio I (amb I interval semiobert) del logaritme 
per 

log 7 z — In \z\ + iarg T z 

TT 


Novament (com ja haviem comentat quan parlavem de l’argument d’un nombre com¬ 
plex) podriem haver donat una definicio mes general de la determinacio del logaritme, 
per a un conjunt E mes general i no necessariament un interval semiobert I. Per a 
veure una definicio mes general, podeu consultar les pagines 48 i 49 de (2]. 


10 Hem de pensar a quest i gualtat com una igualtat de conjunts. 

per recordar la notacio arg 1 z. 


11 Veure la definicio 12.2.3 
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3.4 Regularitat de les funcions complexes. Continuitat i Ho- 
lomorfia. 

D’ara endavant, per si en algun moment no s’especifica res, considerarem 12 C C un 
obert i / : 12 —y C. 


Continuitat . 

Definicio 3.4.1. Diem que f es continua en zo G 12 si per a tot e > 0 existeix 5 > 0 
tal que si \z — Zq\ < 5, z 6 12 , aleshores \f(z) — f(z 0 )\ < e. 

Com s’ha explicat a la seccio [3] una funcio / : 12 —y C la podem tractar com la suma 
de dues funcions a valors reals: la part real de / i la part complexa de /, de manera 
que / = 3?(/) + i$s(f). Des d’aquest punt de vista podem donar una caracteritzacio 
equivalent de la continuitat d’una funcio de variable complexa. 

Proposicio 3.4.2. Sigui f : 12 —> C una funcio de variable complexa. Sigui z 0 G 12. 
Aleshores, f = 3?(/) + i$s(f) es continua en el punt z 0 si i nomes si les funcions 3?(/) 
i A(/) son continues a z 0 . 

Proposicio 3.4.3. Sigui f : 12 —» C una funcio de variable complexa. La funcio f es 
continua en z 0 E 12 si i nomes si per a tota successio {z n }^ =1 de 12 convergent a z 0 
compleix que la successio {f(z n )}™ =1 convergeix a f(zo). 

Altres resultats basics de continuitat: 


Proposicio 3.4.4. Siguin fig funcions continues en un punt zo del seu domini. Sigui 
A e C. Aleshores les funcions A/, / + g i f ■ g son continues en zq. La funcio f /g es 
continua en z 0 si g(z 0 ) ^ 0. 

Derivabilitat i holomorfia . 

Definicio 3.4.5. Donat zq £ 12 definim la derivada de f en el punt zq com 


fU) 


lim 

z->z 0 


f(z) - f( z o) 

z - z 0 


lim f(zo + h )~ /(a>) 

h —^0 h 


en cas que el limit existeixi (z,h G C). Direm que f es C-derivable en z 0 . 


Definicio 3.4.6. Diem que f es holomorfa a 12 si es C-diferenciable en tots els punts 
d’l2. En tal cas, esta definida la funcio f : 12 —>■ C que a cada punt dT2 li assigna la 
seva derivada. 


La regio on la funcio f es derivable I’anomenem domini d’holomorfia de la funcio 
f. Si el domini d’holomorfia es tot C aleshores es diu que la funcio f es sencera. 

El concepte d’holomorfia es un concepte local, doncs direm que f es holomorfa en el 
punt z si es holomorfa en un entorn del punt z. 
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Proposicio 3.4.7. Si existeix f'(zo) aleshores f es contmua en zq. 
Demostracio. Ates que cl limit 

/'(*,) = lim MlM = lim A. + h l - IM 

z^-zo Z — Z 0 h-> o h 

existeix per hipotesi, tenim que per a tot e > 0 , existeix 5 > 0 tal que 

|/0o + h)~ f(zo ) 


si \h\ < 5. Per tant, tindrem que 
I/(A) + h) - f(zo ) 


e > 


h 


h 


- f'(z 0 ) 


- f'{z o) 


< e 


> 


f{zo + - /(^o) 


h 


-\f(zo)\ 


i per tant, 


\f(zo + h) — f(zo)\ < (|/'(^o) + e|)|/z| — (7|/i| —)• 0 , si h —» 0 . 


la qual cosa demostra la continuitat de / en z 0 . □ 

Com a la proposicio anterior, tambe podem provar facilment a partir de les definicions i 
amb l’analogia de les demostracions per a funcions de variable real els resultats resumits 
al segiient teorema. 

Teorema 3.4.8. Sigui un obert de C , siguin /, g : —» C i zo e Aleshores es 

compleixen: 

a) Si f es constant en Q, aleshores f es derivable en zo i f'(zo) = 0. 

b) Si f(z) = z per a tot z e aleshores f es derivable en z 0 i f(z 0 ) = 1. 

c) Si f i q son derivables en zo i a, B G C, aleshores af + Bq es derivable en zo i 
(af + (3g)'(z 0 ) = af'(z 0 ) + Pg'(z 0 ). 

d) Si fig son derivables en zo aleshores f ■ g tambe ho es i 

(fg)'(z o) = f(z 0 )g(z 0 ) + f(zo)g’(zo) 


e) Si fig son derivables en zq i g(zo) ^ 0, aleshores f /g es derivable en zq i 


(f/g)'(* o) 


f'( z o)g(zo) - f(zo)g , (z 0 ) 
g(z o) 2 


Per acabar amb les propietats basiques de les funcions derivables enunciarem cl teorema 
de la funcio inversa i la regia de la cadena per a variable complexa. 


30 



Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Teorema 3.4.9 (Regia de la cadena). 

Sigui f : Ul —> C derivable al punt zo G i g : Q! > C derivable en f(zo) G O'. 
Aleshores g o / es derivable en zo i a mes 

{g°f)\zo) = g\f(zo))f\z 0 ) 

Teorema 3.4.10 (Teorema de la funcio inversa). 

Sigui O un obert de C i f : O —* C una funcio de classe C 1 a O, injectiva i derivable en 
tots els seus punts amb derivada no nulla. Aleshores, 

• O' = /(O) es un obert de C. 

• La funcio inversa f l existeix, esta ben definida i es derivable en O'. 

• I si z G O i z' = f(z) aleshores (/^ 1 )'(^ / ) = 1/f'{z). 

Exemple 3.4.11. Les funcions e z , sin 2 i cosz son holomorfes a C (i per tant, son 
funcions senceres ) i les seves derivades son respectivament e z , cos z i — sinz. 

Proposicio 3.4.12. Una determinacio de log(z), z G C, es continua excepte en una 
semirecta. 

Demostracio. Podriem suposar sense perdua de generalitat que la determinacio del lo- 
garitme es la principal (donada per arg z = Arg z G [0, 27t)). Tot i aixi suposem que 
tinguessim la determinacio del logaritme donada per / = [9, 9 + 2n) amb 9 G M. Demos- 
trarem que cl logaritme complex amb aquesta determinacio, log 7 z es continu a C \Lq 
on Lg es la semirrecta que te extrem a 1’origen i forma un angle 6 amb l’eix real (o eix x). 

Si Zo = re ia G C es tal que a G (9, 9 + 2n) (i per tant no esta sobre la recta Lg) es clar 
que 1’argument de Zo esta ben definit i val a. Podem prendre un entorn (a — 8, a + 5) C 
( 9,9 + 27r) de manera que tant si ens apropem per la dreta d’a com si ho fern per 
l’esquerra, tindrem que a = argz (es a dir, lim i(a -) arg z = a = lim. i(ct +) arg^; 
z —> re 1 ) vol dir que ens acostem a a per punts de l’interval (a — 5, a) i analogament 
z —> re l A + ) vol dir que ens acostem a a per punts de l’interval (a, a + 6)). Per tant, en 
aquests casos clarament log t z = In \ z\ + iarg z es continu, ja que hem raonat que arg 
z ho es i tambe es clar que la funcio real In \z\ es continua si z ^ 0 + Of. 

Veiem finalment que log^ es discontinua a la semirecta Lg. Observem que si a = 6 
tindrem 

lim arg z = 9, lim arg z = 9 + 2tt 

z^-re l6+ z^re lB ~ 

i doncs 

log / (re' £,+ ) = In \z\ + i9, log jfre 16 ) = In \z\ + i(9 + 27t) 

de manera que 

log / (re* ei ) — log/(re* e+ ) = 2n ^ 0 

la qual cosa prova que logq z no es continua en punts tals que es trobin sobre la recta 
Lg. □ 
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Proposicio 3.4.13. Una determinacio de log(z) ; zeC, es holomorfa excepte en una 
semirecta. 


Demostracio. Sera un corol-lari del seguent teorema. 

Teorema 3.4.14. Sigui 12 C C un obert i <p G C(12), tal que satisfa e 
z G 12. Aleshores tenim que ip G 7/(12) i verifica que 

<p'(z) = -, \/z G 12. 
z 


□ 

z per a tot 


Demostracio. Fixem a G 12 arbitrari. Veiem que ip es derivable en a, de manera que 
(com que valdra per qualsevol a G 12) ip sera holomorfa a 12. Similarment al que afirma 
la proposicio |3.4.3| podem utilitzar successions per provar continuitat i derivabilitat. 


Sigui (a n ) C 12\{a} successio tal que a n — * a (si n —» oo), i definim la successio (b n ) 
per b n := <p(a n ) i b := ip (a). Per continuitat de <p es clar que b n —$■ b quan n — » oo. 
Observem ara que b n ^ b per a qualsevol n, ja que si fos b m = b per algun m G N 
tindriem que ip(a m ) = ip (a ) =>- e^ arn ’ = =>■ a m = a (l’ultima implicacio ve de la 

hipotesi sobre ip , que = z per tot z), i aixo contradiu que (a n ) C 12\{a} 12 , Amb 
tot aixo tenim que 


lim 

n —^oo 


cp(a n ) - ip(a ) 


a n — a 


= lim 


b n - b 


n^t-OO (Opn — gb 


= lim -r- t 

n—>oo e°" — e° 
b n ^ 


(exp)'(b) 


1 

a 


i doncs tenim que existeix ^(a) = - i aixo per a tot a G 12, de manera que 

ip\z) = -, V 2 ; G 12 
z 

i doncs ip G 7-^ (12). 


□ 


Corol-lari 3.4.15. Sigui I = [0,0 + 2tt) una determinacio del logaritme, log T z. Ales¬ 
hores log 7 z es holomorf excepte en la semirrecta Lg = {re l6 G C | r > 0}. 

Demostracio. Amb la notacio del teorema anterior prenem l’obert 12 = C\{L6/} (es 
obert ja que es el complementari de Lg, que es tancat). De la proposicio 3.4.12 sabem 
que logjZ es continu a C excepte en la semirecta Lg, per tant continu a 1’obert 12 (i.e. 
log : z G C(12)). Per definicio se satisfa que e loSlZ = z per a tot z G 12 i doncs aplicant 
el teorema anterior obtenim que log jZ G 7/(12) i a mes 

(log 7 z)' = -, Vz G 12 


□ 


Teorema 3.4.16 (Analicitat holomorfia). Sigui f : 12 —y C analitica complexa a 
12. Aleshores f es holomorfa a 12. En particular donat z^ E 12, f'(zo) = a± on a\ es el 
primer coeficient de la serie de potencies que repressenta f en un entorn de zq. 

12 Recordem que hem definit la successio (a n ) de manera que cap dels elements d’aquesta sigui igual 
que a. 
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Demostracio. Si Zo £ com que / es analitica complexa en aquesta regio, existeix 
r > 0 tal que per a tot z G D r (zo) es te la igualtat 

OO 

f{z) = E a n( z ~ zo) n = a 0 + ai(z - z 0 ) + a 2 {z - z 0 ) 2 + ... 

n =0 

per a certs a n G C. Anomenem R cl radi de convergencia d’aquesta serie de potencies. 


Observem que f(zo) = ao i considerem h E C de manera que encara zq + h G D r (zo): 

( OO \ OO 

ao + Yl a n(( z o + h) - zoTj ~ a 0 = ^ a n li n 
— h (ai + ^ a n h n 1 j 


n=l 


n=2 


Per tant, 


f(z 0 + h) - f(zp ) 
h 


ai = Y2 a nh n 1 = h \Yl a nh 


71—2 


= * 


71=2 


\n=2 


Abans de continuar observem que si prenem R tal que r < R < R, per definicio de R 
tindrem 

R= - 1 -= > R 

lim, woo sup \J\a n \ 


per les propietats del limit superior tindrem que existeix k G N tal que si n > k aleshores 


1 



> R \a n \ < 



n 


Amb aixo tindrem 


OO 



k 



E a n h n - 2 

71=2 

< 

13 

E a n h n ~ 2 

71=2 

+ 

n=fc+l yrL/ 


Suma finita Geometrica de rao r/R < 1 



Aixi seguint amb la desigualtat que hem deixat pendent i prenent valors absoluts tin¬ 
drem 


f(zo + h) - f(zo) 
h 



h 


' OO 


a„ K 


71—2 


\n=2 


< \h\C —> 0 si \h\ —> 0. 


Aixo demostra que el limit 

lim f(z o + h)~ f(z 0 ) 
h —^0 Jx 

existeix i val a 1; i per tant / es derivable en aquest z 0 arbitrari triat de (i.e. f'(z 0 ) = 
Hi). Aixo prova que / es C-derivable en tot punt de i, per tant, hi es holomorfa. □ 
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Observacio 3.4.17. Del teorema anterior deduim que si / es analitica complexa ales- 


hores f'(zo) coincideix amb la derivada formal. 

Per entendre i diferenciar correctament els conceptes de derivabilitat de funcions com¬ 
plexes i evitar confondre’s amb els conceptes de la diferenciabilitat de funcions de dues 
variables reals, es MOLT recomanable llegir els apunts adjuntats a Fannex [5] 

3.4.1 Equacions de Cauchy-Riemann 

Novament podem tractar les funcions de variable complexa / : Q —>■ C des d’un altre 
punt de vista diferent. Podem pensar /, que es funcio de la variable z = x + iy, com a 
funcio de dues variables reals x,y: 



i amb f(x,y ) = u(x,y ) + iv(x,y) essent u i v les funcions part real i part imaginaria 
respectivament, pensades com a funcions de dues variables reals. 

Per tant, podem pensar / com el camp vectorial (u,v): 



amb D K 2 = {(x, y) G R 2 j x + iy € 0}. 

Per passar d’una forma a l’altra nomes cal tenir presents les relacions x = Ajp i y = 
de manera que 



Aixo sf, es important tenir present que tota funcio en la variable z es pot posar com a 
funcio de les variables x i y pero no tota funcio en les variables x i y pot possar-se com 
a funcio en la variable z. Per exemple: 

Exemple 3.4.18. Si considerem f(x,y ) = x 2 + y 1 tenim que f(x,y ) = \z \ 2 = zz, i 
realment no es una funcio de z sino que tambe depen de z. 

Observacio 3.4.19. Referent a la notacio que acabem d’introduir i amb un abus de 
notacio (en quant a formalitat), quan escriguem per exemple u(z) o v(z) per a z — 
x + iy € F2, ens estarem referint a que evaluem u en el punt (x, y) de R 2 . 

Definicio 3.4.20. Diem que f e C 1 (D), amb f = u + vi i u = v = si 

les derivades parcials de u i v com a funcions de dues variables reals existeixen i son 
continues. Per tant, f es de classe C l a Pt si 


du du dv dv 
dx' dy 1 dx } dy 


existeixen i son funcions continues. 


34 





Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Observacio 3.4.21. Quan escribim C 1 (12) amb 12 C C estem pensant 12 com a sub- 
conjunt de punts de M 2 mitjangant la identificacio x + iy GG (. x,y ), a traves de l’home- 
omorfisme entre C i M 2 justificat i discutit al comengament d’aquests apunts. 


Suposem ara que / G C 1 (12). Considerem zo = xq + iyo G C i l’identifiquem amb 
Po = {xo,Uo)- Analogament idetinfiquem z G C amb cl punt p G M 2 . 

Com que estem suposant que / es de classe C 1 , podem considerar el desenvolupament 
de Taylor a primer ordre de les funcions u = 3 ?(/) i v = A(/) com a funcions de dues 
variables reals al voltant del punt po'- 


u(p ) = u(p 0 ) 




(y-Vo) +u l (p,p 0 )\\p-po\\ 

Po 


v(p ) = v(po ) 



^o) + 


amb uji(p,p 0 ), u 2 (p,p 0 ) 0 si p -)• p 0 . 



(y -yo) +u 2 (p,po)\\p-po\\ 


Si ara sumem les expressions anteriors (la segona multiplicada per i ) tindrem /(p) = 
u(p) + iv(p), es a dir, 


f(p) = u{p 0 ) +iv(p 0 ) 

A 3 +<(A 3 


y dx ) po \dx J 
'du\ . (dA 

Aj) v < +1 Up, 


PO. 


(x - x 0 ) 


(y - yo) 


po \ * / po J 

+ (wi(p,po) + *w 2 (p,po)) lb-Poll 

= /(Po)+(aU (p-Po) +u(p,Po)\\p-Po\\ 


dx J 


PO 


dyj 


PO 


on u(p,p 0 ) —> 0 si p —> p 0 . 


Definim ara h := p — po (= 2 — ^o) i tindrem la expressio equivalent per a /(p) segiient: 


,/ n d f\ h + h (df\ 

\ / po \ " / 


| ^2r+w(p,pd)iifcii 

Po 


i reordenant, 


/(p) = /(Po) + 2 


= /(Po) + 2 


'df\ 

dx) i \ dy ) 

K / po \ * / l 

m ~ i ( 9 -i\ 


A 


df\ _1/£A 

dx ) i I dy ) 

, / po \ * / po 


h + u(p,po)\h\ 


dx J 


PO 


dy) 


PO. 


( z - z o) + 2 


^3 +i m 


dx J 


PO 


dyj 


PO. 


(z ~ Zq) 


+ u(p,p 0 )\z - Zo\ 

De tot aixo obtenim la segiient definicio. 
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Definicio 3.4.22. Deftnim els operadors i per 


d 1 
dz ~ 2 

f <9 . 0 \ 

dy) 


d 1 
dz ~ 2 

( d . d \ 
{dx dy J 


(4) 

(5) 


Amb els operadors de la definicio anterior obtenim finalment, 

fip) = f(po)+(^\ {z-z 0 )+(^) (z - z 0 )+u(p,po)\z - Zq\ 

\ / Po ' ' Po 

i amb l’abus de notacio que farem sovint a partir d’ara: 


f(z) = f(z{z-z 0 )+(^\ (z - z 0 ) + uj(z, z 0 )\z - z 0 \ 

Observacio 3.4.23. Si / : Q. — >• C no depen derail aleshores || = 0. Analogament, 
si / no depen de z a Si aleshores °J z — 0. 


En general, si prenem z = Zq + h tenim 

f(z 0 + h)~ f(zp) = (d£ 
h l dz 


(df\ h . >| 

1 + (tej h +u(z ’ Zo) T 
20 ' ' 2 0 


d’on obtenim com a corol-lari la proposicio segiient. 

Proposicio 3.4.24. Si f G C 1 (f2) aleshores per a zq G tenim 

i) *(g) 

\ / 20 ' / 20 

Corol-lari 3.4.25. 

En les condicions i la notacio amb que hem estat treballant fins ara tenim: 
A) Si = 0 aleshores existeix f'(z 0 ) i val 


( 6 ) 


*0 


B) En general, f(* 0+h ^ d z o) s’acumula a la circumferencia de centre i radi 

i mj- 


Demostracio. 
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A) Considerant requaciojdjde la proposicio anterior i imposant la conditio (j£) = 0 

obtenim 

+om 

\ / Z 0 

i fent tendir h cap a 0 obtenim f'(z 0 ) = . 

B) Considerem una successio {h n }™ = l convergent a 0 quan n —» oo i tal que z 0 + h n G 
£4 per a tot n. Si considerem la eqnacio[6j i en comptes d’/? hi possem h n i prenem 
limits a banda i banda tindrem: 


lim /(Z ° + - hti = lim 

n—>oo h n—>oc 

i i n 



+ °(|/i n |) 



I) i^JT n b -(p) 

' ZO n 


amb r = {j^) ■> P = {jf) ■ A mb aixo volem dir que el quotient es va apropant 
al conjunt de punts de D r (p ) a mesura que l’incremental h n es va fent de modul 
cada cop mes petit. Ates que el limit 


lim 

n—>• oo 


hn 

h n 



lim 


x — y 


(x,y)^(0,0) x z + y 


2 


2 


no existeix, es mes formal que dignem que la distancia entre el quotient i el conjunt 
D r (p ) es fa petita si el modul de h n es fa petit. Per tant, donat e > 0, existeix 
S > 0 tal que si \h\ <6 aleshores 


dist 


( f ( z o + h)~ f(z 0 ) 

{ h 



< e 


on dist es la distancia del punt /bo+ti /Oo) 


al conjunt D r (p). 


□ 


Corol-lari 3.4.26. Si f G C 1 (h2) ? 

/ es holomorfa a £4 


df_ 

dz 


0 a £4 


Demostracio. 


=>) Suposem que / es holomorfa a £4. Donat zq tindrem que f'(zo) existeix, o equi- 
valentment que el limit 


lim f ( z o + h )~ f( z o) 

h —>0 Jx 


lim 

h- 5>0 




h 

Tx 


+ °(l^l) 
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existeix (i es unic). Ara be, pel que hem vist a 1’apartat B) del corol-lari 3.4.25 
declaim que el terme 


(jj=^ | s’acumula a una circumferencia i en conseqiiencia 


aixo fa que el limit anterior no pugui existir, a menys que el terme signi 0. 

Per tant, deduim que = 0, per a tot z 0 G 

Suposem que = 0. Aleshores tindrem que el limit 


lim + = lim (f\ + 0(W) = ( 

h—> 0 Yi h—> 0 y dz J Z q \ &Z 


zo 


existeix i val ■ Per tant, per definicio, tenim que f'(zo) = per a cada 

z 0 G =>■ / es C-derivable a tot punt de =>- / es holomorfa a 


□ 


Definicio 3.4.27. Sigui f : O —>• C tal que f = u + iv amb u = 9ft(/),u = 9 i (/). 
Suposem que f G C 1 (h2) (tot i que amb la existencia de les derivades parcials en tindriem 
prou). 

Donat Zo G fi, la condicio (jj=) — 0 s’anomena condicio de Cauchy-Riemann i 

es equivalent al sistema seguent: 


fdu\ fdv\ 

\dy ) z o 

/ dv\ f du \ 

\ dx ) zo ~ \ d y) zo 

que son les anomenades Equacions de Cauchy-Riemann 
Exercici 3.4.28. Comproveu l’equiValencia 


(7) 

( 8 ) 


(zjzj = 0 / satisfa les equacions de Cauchy-Riemann 

' / zo 

de la definicio anterior. 

Solucio. 

=>) Suposem que = 0. Posant f — u + iv i utilitzant que l’operador 

I (£ + l W y ) tenim d ue 

( d <9 \ df df (du dv\ (du dv\ 
° + °' = [dx + %) f= dx + 'ey = [dx + ‘dx) + ‘{dy + %) 
I du dv\ . fdv du\ 

1 dx dy ) 1 1 <9a; dy ) 


d_ 

dz 
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d’on, igualant parts reals i imaginaria a 0 obtenim 


du dv g 

dx dy dx dy 


dv du ^ dv du 
dx dy dx dy 

que son les equacions de Cauchy-Riemann. 

Nomes cal seguir els passos de la implicacio anterior en ordre invers. 


◄ 


Amb aixo obtenim una reformulacio equivalent del corol-lari 3.4.26 

Teorema 3.4.29. Si f G 

f es holomorfa a 12 4=^ / satisfa les equacions de Cauchy-Riemann \/z 0 G 12 


Definicio 3.4.30. Recordem que un funcio f : 12 —» C es diu que es holomorfa a 12 si 
existeix f'(zo) per a tot zq G 12. A partir d'aquesta nocio, definim el conjunt "H(12) com 
el conjunt de funcions holomorfes a 12, formalment 

'H{ O) = {/ : U — > C | / holomorfa a Q C U, U C C} 

Recordant resultats que hem vist fins ara, tenim que: 

• Les funcions analftiques complexes a pertanyen a 'H(O). 

• Les funcions / G C 1 (h2) (de classe C 1 a Q) tals que = 0 per a tot zq G 

tambe pertanyen a 

Proposicio 3.4.31. Sigui f G C 1 (12) i holomorfa [^} Suposem que \f(z)\ = R per a tot 
z G fi C C obert i connex. Aleshores f es una funcio constant a 12. 

Demostracio. 

Si R = 0 aleshores el resultat es trivial, ja que / ha de ser necessariament la funcio 
identicament 0 a 12 (envia tot punt de 12 a la circumferencia de centre 0 i radi 0, es a 
dir, al punt 0). Suposem, doncs, que R > 0. 


La condicio \f(z)\ = R per a tot z G 12 equival a dir que la imatge de qualsevol punt de 
12 per / va a parar a la circunferencia de centre l’origen i radi R. Si posem / = u + vi, 
com portem fent ultimament, tenim que la condicio anterior tambe es equivalent a que 
u 2 + v 2 = R 2 . 

Recordem que Loperador gradient a M 2 es V = ^ e x + j^e y = i actua sobre 

camps escalars (funcions a valors reals) com seria el cas de u = 9f?(/) i v = $s(f) 

14 Pel que acabem de veure, si a una funcio complexa de classe C 1 hi afegim la condicio que en 
aplicar-hi l’operador J=, sigui 0 per a tot punt de fl aleshores / es holomorfa. 
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Si derivem l’expressio it 2 + v 2 = R 2 implicitament respecte de x obtenim 


du dv 

2 u— + 2v— = 0 
ox ox 


du dv 

u Rr + v RT = 0 
dx dx 


u 


du 

dx 


Utilitzant l’equacio [8] 

du 


dy 


que equival al producte escalar vectorial segiient: 


(V«, («, -«)> = (g g) = 0 


Derivant ara respecte de y la equacio u 2 + tr = R 2 obtenim 


du dv 
n— + u— = 0 
dy dy 


Utilitzant l’equacio [8] 

dv dv 

-u— +v— = 0 

dx dy 


i de forma equivalent 

(Vu, (—u, v)) = — (Vv, (u, —v)) — 0 => (Vv, (u , — v)) = 0 


= 0 


concloent que 

Vu _L (u, —v) 

Vv _L (it, — v) 

Ara, a les equacions que al principi hem derivat implicitament respecte x i respecte y, 
si en comptes d’utilizar la segona equacio de Cauchy-Riemann (equacio [8]) utilitzem la 
primera (equacio [7]) arribaem a que 


du dv 

U V~ +v V~ = 0 
dx dx 


Utilitzant [?] 

dv dv 

U V~ +v V~ = 0 
dy dx 


dv dv 

v V~ +U V~ = 0 
dx dy 


(Vv, (v,u)) = 0 


i d’altra banda 


du dv 

U V~ +v V~ = 0 
dy dy 


Utilitzant [7] 

du du 

U V~ + v V~ = 0 
dy dx 


du du 

v V~ +U V~ = 0 
dx dy 


(Vu, (v,u)) = 0 


i per tant concloem que 

Vu _L (v, u) 

Vv _L (v, u) 

Amb tot aixo tenim que, si els vectors (it, —v), (v,u) a tot punt de O son diferents de 
(0, 0) i ortogonals. Com que hem vist que Vu i Vv son ortogonals a aquests dos vectors, 
tenim que necessariament ha de ser que Vu = (0, 0) i Vv = (0, 0) i aixo passa si i nomes 
si it = Ci i v — c 2 per a certes constants c 2 e M. Per tant / = c\ + ic 2 , una funcio 
constant. □ 
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Observacio 3.4.32. La proposicio anterior ens diu que si / es una funcio holomorfa 
no constant, aleshores tota la seva irnatge no es pot acumular en una circumferencia. 


Proposicio 3.4.33. L ’operador 


d 2 


d d 


dzdz dz dz 


coincideix amb Voperador 


1 1 / d 2 

4 2 1 dx 2 + dy 2 


Corol-lari 3.4.34. Si f E 'H(fi) i es C 1 (n) aleshores f es harmonica (el seu Laplacia 
es zero). 

Demostracio. Per ser / holomorfa obtenim que 

df 


dz 


= 0 


es identicament 0 aO, i d’aqui se’n deriva que 


d 2 f 1 

0 = si = i A/ ^ A/ = 0 


□ 


Exercici 3.4.35. 


A) Si P(x,y ) es un polinomi en dues variables, que el podem pensar tambe com 
P(z,z), aleshores (£ coincideix amb la derivada formal respecte de z. Analoga- 
ment pel que fa a la variable z. 


B) Si f{x,y) = E P , q >o a pq xP y q , a pq E C, i $(z, z) es f(x,y ) (pero en funcio de lcs 
variables complexes z i z) aleshores es la derivada formal (terme a terme). 

Veicm alguns exemples d’aplicacio de l’exercici anterior. 

Exemple 3.4.36 (A). Sigui P(x, y) = x 2 + y 2 , equivalentment si z = x + iy tenim que 
P = P(z,z ) = |^| 2 = zz. 

Si fern la derivada formal de P(z,z ) respecte de z tenim que 


i d’altra banda 


dP(z, z) d(zz) 
dz dz 


dP(x, y) 
dz 


^■(P(x,y)) = ^-{x 2 +y 2 ) 

1 / d(x 2 + y 2 ) ,d(x 2 + y 2 )\ 

2 y dx 1 dy J 

x + iy = z 


1 (d_ ,d\ 

2 1 dy J 

\ {2x + i{2y)) 


{x 2 + y 2 ) 
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Exemple 3.4.37 (A). Considerem f(x,y ) = \Jx 2 + y 2 = \z\ = \[zz = f(z,z). Es 
deixa com a exercici comprovar, com hem fet a l’exemple anterior, que 

df(z,z) = sfz_ 
dz 2-v/i 


i que aixo coincideix amb 


6 >_ 
dz 


f(x,y) 




f(x,y) 
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4 Integracio complexa. 

Comencem introduint les primeres defincions referents als conceptes d’integracio de 
funcions a valors complexos. 

Definicio 4.0.38. Sigui [a, 6] C M. i <f> : [a, b\ —» C contmua que podem expressar 
com 4>(t) = u(t ) + iv(t), essent u,v : [a,b] —> M. les parts real i imaginaria de (j) 
respectivament. Aleshores es defineix la integral de <f en I’interval [ a,b] com 

[ <f){t)dt = f u(t)dt + i f v(t)dt 

J a J a J a 


D’aquesta definicio en deriven dues propietats elementals que enunciem a la segiient 
proposicio. 

Proposicio 4.0.39. Siguin (j),^ : [ a,b] —» C continues i a,/3 <E C. Aleshores tenim que 

i) La integral es C-lineal, es a dir 

f (a(j) + /3ip)(t)dt = a f (j)(t)dt + /3 j t)dt 

J a J a J a 

ii) Com passava amb les integrals de funcions a valors reals tambe es compleix 


(j){t)dt 


< / \4>{t)\dt 


Demostracio. 


Es conseqiiencia directa d’aplicar la definicio 4.0.38 i de la M-lincalitat de les 


integrals de funcions a valors reals (com ara ^(0) i 

ii) En primer Hoc observem que I — f^ (f[t)dt es un numero real complint a mes 

/ > 0 i z = J^4>(t)dt un cert nombre complex. Atacarem el problema des d’un 
punt de vista geometric, per recordar el significat del producte de dos numeros 
complexos estudiat a la seccio ??. Recordem que podem expressar z en la seva 
forma polar com z = re l9 ° per a certs r, 9 0 G M. En aquest cas podem pensar 

ul r que forma un angle 6q amb l’eix x. Una forma de 
/ a h <p(t)dt , es multiplicant pel nombre e~ l6 ° que efectuara 
6q al vector z situant-lo just en l’eix real. Per tant, tenim 


z com un vector de moc 
recuperar cl modul de z, 
una rotacio d’angle 
que 


c j)(t)dt 


= e~ ie ° 


(p(t)dt 
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i doncs recordant que e*“ = cos a + i sin a, 

4>(t)dt — (cos 6q — i sin Of) f [3?(0)(t) + i9 : (0)(t)] dt 
i J a 

= f [cos 6 ) o 3?(0)(t) + sin 6 0 ^s((f>)(t)] dt 
J a 

La part imaginaria d’un nombre real es 0 

/—--^-s 

+ i j [— sin # O !R(0) (t) + cos0 o 3?(0)(i)] 

J a 

= / [cos 6*o3?(0)(t) + sin 6 0 ^s((f>)(t)] dt 
J a 

Si ara definim els vectors u = (cos do, sin 9 0 ) i v = (JR.(f>) (t), $$((/)) (t)) podem 
continuar les desigualtats reescribint: 

= J (cos9 0 sin6> 0 ) (t)dt = J (u,v)dt < J \{u,v)\dt 

Ara recordem que la desigualtat de Cauchy-Schwarz ens dona: | (u, v) \ < ^ ( u , u) yJ(v, v) 
||w|| • ||r:|| i aixi 

— [ IMI ■ \\v\\dt = f 1 • \\v\\dt = f \\v\\dt = f + 3f(< fi)(t) 2 dt — f \<f>(t)\dt 

J CL J CL J CL J CL J CL 

i per tant tenim, com voliem 


<j)[t)dt 


< / \<j>{t)\dt 


□ 


4.1 Corbes al pla complex. 

Una eina topologica important per l’estudi del pla complex es el concepte de corba o 
arc, que estudiem en aquesta seccio. 

Definicio 4.1.1. Donat [a,b] C M, una aplicacio de la forma 

7 : [a, 6 ] —>C 

t i—» 7 i(t) +i^ 2 (t) 
diem que es una corba complexa o simplement corba. 

Definicio 4.1.2. Un arc es una aplicacio 

7 : [a, 6 ] —» V 

1 1 —* x(t) + iy(t) 

continua en un cert interval [a,b\ C M amb imatge dins d’un domini V C C, i on 
x(t) = sft( 7 ), y(t) = S( 7 ). Q Equivalentment, podem dir que un arc es una corba 
continua restringida en un cert interval. 

15 Recordem que un domini o regio es un conjunt obert, no buit i connex de C. 


44 












Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Definicio 4.1.3. Sigui 7 : [a, 6 ] —>• V un arc. Es defineix el recorregut (0 graf) de 7 , 
que denotarem per 7 *, com el conjunt imatge per 7 de I’interval de definicio [ a,b], es a 
dir 

7 * := { 7 (t) eV j t G [a, b]} = 7 ([a, 6 ]) 

El graf 7 * d’una corba 7 ens cl podem imaginar com una linia contmua que va adquirint 
formes i curvatures diverses. Es important remarcar que quan parlcm d’un arc 7 no ens 
estem referint al conjunt de punts 7 * del pla complex, sino a I’aplicacio 7 en si. Aixo 
es important ja que podem tenir dues corbes o arcs 71,72 amb 7 ^ = 72 pero que com a 
aplicacions no siguin la mateixa. 


y* 



Figura 2: Exemple de corba complexa, parametritzada al pla com 7 (f) = 

e -i/ 8 (cost, sin t) 


Exemple 4.1.4. Si per exemple considerem les corbes (tancades) 

a : [0, 2vr] —> C 

t 1 —> sin t + i cos t 
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P : [0, 2vr] —y C 


cos t + i sin t 


d’una banda tenim que 

a* — {sin t + i cos t \ t E [0, 27t]} = {ie~ lt \ t G [0, 27t] } = X^O) 
on X>i(0) es el disc unitat. Pero tambe, 

P* — {cost + isint \ t e [0, 27 t]} = {e lt \ t G [0, 27t]} = IA(0) 
i per tant a* = P*. 

En canvi les corbes a i P son aplicacions diferents, ja que com a minim hi ha un 
to ^ [0, 27 t] on prenen valors diferents. Per exemple prenent to = 0 tenim a(0) = 
l + 0-i^0+l-i = /3(0). 

Graficament la diferencia esta en que inicialmcnt a es troba al punt 1 = (1,0) i P al 
punt i = (1,0). Llavors conforme t va augmentant a va recorrent el cercle unitat en 
sentit horari mentre que P ho fa en sentit antihorari, fins arribar cadascuna d’clles al 
seu punt de partida. 



46 






Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Donat un arc 7, un altre exemple com l’anterior on es mostra la diferencia entre parlar 
de 7 o de 7* sorgeix del que definirem com arc oposat a 7. 

Definicio 4.1.5. Si 7 : [a, b] —> C es un arc, definim Tare oposat com Vaplicacio 

—7 : [—6, —a] —y C 
t 1 —» 7 (-t) 

que es fdcil comprovar que es continua i per tant es tambe un arc. 

Geometricament, es a dir, pel que fa al recorregut dels arcs 7 i —7 es te que 7* = (—7)* 
pero com a aplicacions son, en general, completament diferents. De forma intuitiva 
tenim que 7 recorre els punts de 7* comengant pel punt 7(a) fins arribar a 7 (b) i —7 
comenga pel punt 7(6) i acaba en el punt 7(a). A les figures [ 3 ] i | 4 ] hi tenim representada 
aquesta idea geometrica. 


V * 2 /* 




Els exemples | 4 . 1.4 i aquest ultim de bare oposat son un cas particular d’un canvi de 
parametritzacio. En general tenim, 


Definicio 4.1.6 (Cufi-Bruna. Pag 21). Sigui 7 : [a, b] — y C un arc. Diem que r(s), 
s G [c,d\ C M s’ha obtingut de 7 (t), t G [a, b] per un canvi de parametritzacio 
si el nou parametre s i el veil parametre t estan lligats per una relacio t = 3>(s) ; on 
$ : [c, d\ —> [ a,b] es un homeomorfisme i es compleix que T(s) = 7 ($(s)) = (7 o 4>)(s). 
De T = 70 $ se’n diu reparametritzacio de la corba 7 . Observem que en aquest cas 
r* = 7 *. 


Tot homeomorfisme entre intervals es 0 be estrictament creixent 0 be estrictament de- 
creixent; aquest fet classifica les parametritzacions del graf'y* en dues classes, cadascuna 
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associada intuitivament a un sentit del recorregut. 

Una orientacio de 7* consisteix en I’eleccio d’una d’aquestes dues classes. 

Notacio 4 . 1 . 7 . En el context de la definicio anterior, se sol dir que T i 7 son equiva¬ 
lents (son representacions d’una mateixa corba). Mes endavant veurem que la integral 
complexa a traves d’una corba no depen de la parametritzacio que considerem. For- 
malment definim l’equivalencia d’arcs a continuacio. 

Definicio 4 . 1 . 8 . Direm que dos arcs 7 : [a, b] — > C i u : [c, d] —> C son equivalents 
si existeix una funcio p : [c,d] —> [a, b] bijectiva, mondtona (creixent 0 decreixent) i 
contmua tal que u = 7op. Si p es creixent direm que 7 iuj tenen la mateixa orientacio; 
en cas contrari, direm que tenen orientacions oposades. 

Exemple 4.1.9. Donat un arc 7 amb parametritzacio 7 (t), 0 < t < 1 i la parametritza¬ 
cio r(s) = ( 70 $)^) amb 4>(s) = 1 — s, i per tant T(s) = 7(1 — s), 0 < s < 1 , defineixen 
orientacions oposades (ja que, facilmcnt, veicm que l’homeomorfisme corresponent es 
decreixent). 

L’homeomorfisme es 

$ : [ 0 , 1 ] —► [ 0 , 1 ] 

s 1 —> 1 — s 

Exemple 4 . 1 . 10 . Podem pensar l’arc oposat —7 d’un cert arc 7 : [a, b] —> C com una 
reparametritzacio de 7 *. Nornes ens cal prendre ^(s) = —s, —b < s < —a i tindrem 
r(s) = (70 4 >)(s) = 7 (s) = (~7)(s). 

En aquest cas I’liomeomorfisme es 

: [— b , —a] —> [a, b] 
s 1—» — s 

que torna a ser decreixent, com en 1’exemple anterior, i per tant la reparametritzacio 
canvia I’orientacio del recorregut de la corba. 

Exemple 4 . 1 . 11 . Considerem 7i(t) = e 2mt , 72(t) = e 2mtn , n > 1 definides a 1 ’interval 

[ 0 . 1 ], 

Tcnim que 

es un homeomorfisme 

Amb aixo fixem-nos que 72 (t) s’ha obtingut de 71 (t) per un canvi de parametritzacio. 
Doncs es cert que es complcix la igualtat 72 = 71 o <L: 

72 ( s ) — 7 i(^( s )) — 7 i( s?l ) — e 27ris " 


4>: [0,1] -7 [0,1] 
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Per avangar en la teoria integral de funcions complexes amb agilitat es molt util coneixer 
el concepte de suma o unio d’arcs. Intuitivament es tracta d’enganxar un arc rere l’altre 
en un cert ordre. 


Definicio 4.1.12. Siguin 71 : [a, b] —* C i 72 : [c, d] —>• C dos arcs amb [a, b] n [c, d] — 0 
p| En aquest cas, definim Vaplicacio (71 1172), tambe denotada per (71 +72), com 


(71 U 72) 


7i(i), si a < t < b 

72 (t — b + c) si b<t<b + d — c 


• Direm que 71 i 72 es poden unir/sumar, o que existeix la seva unio/suma, si 
71(6) = 72(c). En aquestes condicions es fdcil comprovar que (71 + 72) es un arc, 
provant la continuitat, i direm que 71 + 72 es l’arc suma 73 mes 72. 


• Si en canvi tenim que 71(6) / 72(c), la unio/suma de 71 i 72 segueix tenint sentit 
com a aplicacio, pero en aquest cas no es un arc, ja que no tenim continuitat en 
els punts t — b i t — c. 


Observacio 4.1.13. Geometricament 71 + 72 es bare que s’obte en recorrer 7 1 i segui- 
dament recorrer 72. Per tant, 71 + 72 va del punt 71(a) al punt 71(6), a traves de bare 
71, i del punt 71(6) que coincideix amb 72(c) fins al punt 72(d) ara a traves de bare 72. 

A la figura[ 5 ]hi tenim representada la suma de 5 arcs, 71 : [ai,6i] -4 €,72 : [a 2 ,&2] —>■ 

C, 73 : [a 3 , 63] ->■ C, 74 : [a 4 , b 4 \ C, 75 : [a 5 , b 5 \ -)-Cde manera que 7 = 71 H-h 75 : 

[ai, 65] —> C. 


7 i(&i) = 72(02) 



16 Sense perdua de generalitat podem suposar que els dos intervals son disjunts. Si no, amb un canvi 
de variable (tambe conegut com a ’’canvi de temps”) ho podem aconseguir. 


49 




Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Observacio 4.1.14. Un detail a tenir en compte es que la notacio que utilitzem sovint 
per a la composicio d’aplicacions no coincideix com potser voldrlem amb la suma d’arcs. 
Quan escribim go f entenem que primer actua / i despres g mentre que quan escribim 
71 U 72 entenem que primer es recorre 71 i despres 72. 

Exercici 4.1.15. Considereu l’aplicacio 71 + 72 (= 71 U 72) de la definicio 
Demostreu que 

(71 + 72)* = 7 i U 72 

es a dir que el recorregut de la unio d’arcs es la unio dels recorreguts de cadascun dels 
arcs. 

Els arcs mes senzills son els anomenats segments. 

Definicio 4.1.16. Deftnim el segment d’extrems Zi,Z2 G C com I’arc [zi, Z2] deftnit 
per 

[zi,z 2 \ : [0,1] —» C 

1 1—> (1 - t)z x + tz 2 

El punt inicial de [z\, z 2 ] es z x i el punt final es z 2 . 

Aixi del concepte de segment entre dos punts del pla complex en deriva el de poligonal. 

Definicio 4.1.17. Diem que una aplicacid V es una poligonal si es pot expressar com 
a unio (suma) finita de segments. Es a dir, si existeix n G N i punts {zo,..-,z n } de 
manera que 

V = [z 0 , Zi] U [zi, z 2 ] U ■ ■ ■ U [z n _i, z n ] 

Observacio 4.1.18. Es un fet conegut (heretat de la topologia de M 2 ) que si 12 es un 
obert connex de C i z x , z 2 G 12, aleshores existeix una poligonal V amb extrems z x i z 2 
de manera que V* C 12. 

Exemple 4.1.19. En aquest exemplc veiern com podem descriure cl quadrat unitat 
mitjangant: 

1. Un arc definit a trossos. 

2. La unio dels segments [0,1], [1,1 + i], [1 + i,i\ i [i, 0], en aquest ordre. 

Pel primer cas nomes ens cal considerar 7 : [0,4] -4 C definida per 

ft, si t G [0,1] 

_ I 1 + i(t — 1) si t G [1, 2] 

7 _ | (1 + i) — i(t — 2) si t G [2,3] 

[ i — i(t — 3) si t G [3,4] 

Per descriure el quadrat unitat des del segon punt de vista, i amb el mateix sen- 
tit (orientacio) de recorregut que que 7 nomes ens cal considerar cl poligonal V = 
[0,1] U [1,1 + *] U [1 + i, i) U [i, 0] .Veure figura[6]per captar la idea geometrica. 

Per tant en un cert sentit tenim que 7 ~ V. 


4.1.12 
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1 + i 



Figura 6: Quadrat unitat parametritzat per una poligonal. 


Nomenclatura i propietats basiques sobre corbes: 


17 


Considerem un arc 7 : [a, b] —> V, [ a,b] ClRiDcCim domini. 


• Els punts 7(a) i 7(6) s’anomenen extrems de 7. Concretament, 7(a) es el punt 
inicial i 7(6) el punt final de 7. 

• Si 7(a) = 7(6) diem que 7 es una corba tancada. 

• Diem que 7 es una corba simple si no es talla amb si mateixa (sense autointer- 
seccions), formalment si es compleix que q(t) y q(s) per a tot t y s i t, s G (a, b). 
D’una corba simple se’n diu tambe una corba de Jordan o un arc de Jordan. 


• Diem que 7 es diferenciable si per a cada valor del parametre t 0 G [a, b] existeix 
el limit 


VOo) 


ii m 7(t) ~ 7(to) 
t^to t — tp 


Per a to = a o to = 6 considerem els limits laterals per la dreta i per l’esquerra 
respectivament. 

En terrnes de les parts real i imaginaria de 7, 7(t) = x(t) + iy(t), aixo equival a 
dir que les funcions reals x(t),y(t) siguin derivables en el punt t 0 . Llavors el que 
tenim de fet es 7'(t 0 ) = x'(t 0 ) + iy'(t 0 ). 


• Si y (t 0 ) y 0 , aquest vector (es un nombre complex, que el podem pensar com 
el corresponent vector de M 2 via l’homeomorfisme C = M 2 ) es tangent a la corba 
7 en el punt 7(t 0 ). Es a dir, la recta que passa pel punt 7(t 0 ) i te com a vector 
director 7'(t 0 ) es tangent a la corba. 

• Si 7'(t) existeix i es continua per a tot t G [a, b\, clirem que 7 es de classe C 1 . 

• Diem que 7 es una corba regular si es de classe C 1 i a mes amb derivada no nul-la 
a cada punt de [a, b] (i.e. 7'(t) y 0 , Vt G [a, 6]). Tambe es diu que 7 es una corba 
suau. 
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• Diem que 7 es de classe C 1 a trossos si 7' existeix i es continua sempre, excepte 
potser en un nombre finit de punts en els quals 7 tingui derivades laterals. 

Notacio 4.1.20. Donat un arc 7 : / — > C, I C M, escriurem que 7 es C 1 (J) per denotar 
que 7 es de classe C 1 a tot l’interval / (si es tancat, als extremes demanem existencia 
de derivades laterals). D’altra banda, escriurem C(I) per denotar que 7 es continua a 
l’interval I. 

Tambe, donats I, I' intervals de M escriurem 7 G C 1 (J) fl C(I') per dir que 7 es de classe 
C 1 en / i es continua en V. 


En els punts anteriors hem introduit la notacio basica sobre corbes. Ara redefinim 
tres tipus de corbes que utiltzarem majoritariament en aquests apunts: corbes basiques, 
camins i corbes diferenciables a trossos. 

Definicio 4 . 1.21 (Corba basica). Sigui 7 : [a, b] —* C un arc, — 00 < a < b < +00. 
Diem que 7 es una corba basica si 7 G C l {(a,b)) fl C([o, 6]) i a mes 3 lim t _ ) . a +7 , (i), 

linit-*.&- iit). 

Definicio 4 . 1.22 (Carni). Diem que 7 : [a, b] — > C amb [a, b] C ffi. es un cami si 
existeixen corbes basiques 7 j : [aj,bj\ —> C, j G { 1 ,—, /c} i k G N, de manera que 
7 = 7i + 72 + • • • + 7 k, i per tant 'yjibj) = 7^+1 (a^+i) i a = a±, b = a^. (s’enganxen per 
formar una ”lmia continua”, j). 

Definicio 4 . 1.23 (Corba diferenciable a trossos). Sigui 7 : [a,/?] —> C continua, i 
,...,cq G M tals que a — a 0 < ai < ■ ■ ■ < ai < j3 — ai + Direm que 7 es 
diferenciable a trossos si 7 G C 1 (U l j = 0 (otj, aj + 1 )) i a mes per a tot j G {0,...,/ + 1} 
existeixen els limits 

lim 7 \t), excepte si j = l + 1 

t^a+ 

lim 7 '(t), excepte si j = 0 

£— 

3 

Equivalentment podem pensar que una corba diferenciable a trossos es un cami diferen¬ 
ciable (un cami al qual afegim que sigui diferenciable). 

Observacio 4 . 1 . 24 . En molts textos un cami es defineix simplcment com una corba 
diferenciable a trossos. 

Per finalitzar amb aquesta seccio introductoria, presentem un resultat que donara pas a 
la segiient seccio on tractem la integracio de funcions complexes sobre corbes (continues, 
a trossos, diferenciables, etc). 

Teorema 4 . 1 . 25 . Sigui /:!)—>• C una funcio holomorfa de classe C 1 en I’obert D i 
f : [a, b] —» 12 una corba basica. Aleshores if = f o <f> es una corba basica (per tant, una 
corba derivable), i la seva derivada val 
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4.2 Integrals de linia. Camins. 

Definicio 4 . 2 . 1 . Sigui 7 : [a, b] —» C una corba de classe C 1 z / : 12 —C una funcio 
continua en un obert 12 tal que 7* = 7([a, 5 ]) C 12 . La integral de linia complexa 
de f, J 1 f(z)dz, al llarg de 7 es 

[ f (z)dz = I f(n(t))i(t)dt 

J 7 J a 

Formalment estem substituint z per 7(2) i dz per 7 '{t)dt. Observem que la funcio que 
estem integrant es una funcio amb valors complexos, producte de f(j(t)) i 7 '(t), i per 
tant el resultat sera un nurnero complex. 

Definicio 4 . 2 . 2 . Sigui I = [a, b] i {to, t ±,..., t n } C I punts de I’interval amb to = a i 
t n = b. Sigui f : 12 —» C contmua i 7 : / —>■ 12 un cami C 1 en U«Ao' (t u b;+i)- 
Deftnim la integral de linia de / al llarg de 7 per 

r p n rt ■ 

f : = f( z ) dz = J 2 I /( 7 (t) W(t) dt 

j =1 J tj-i 

Mes en general, 

Definicio 4 . 2 . 3 . Si 7 es una corba de classe C 1 a trossos i 71,72, ...,7 n son els trossos 
amb derivada contmua de manera que podem posar 7 com la suma (0 unio) formal 
d’aquests (i.e. 7 = 71 + • • • + 7 n ) llavors per definicio posem 

l 

Enunciem a continuacio un seguit de resultats basics i elementals sobre la integral de 
linia complexa. 


f{z)dz = J 2 I f(z)dz 
i=1 J ^ 


Teorema 4 . 2 . 4 . La integral de linia complexa compleix les seguents propietats: 
a) Sigui 7 un arc , siguin f, g : 7* —» C continues i a, (3 e C. Aleshores 

[ ( atf(z)+ fig{z))dz= I f(z)dz + /3 f g{z)dz 

J'y J ry J'y 

aleshores 

[ f{z)dz = [ f (z)dz 

J 7 j UJ 

c) Si 7 es un arc i f : 7* —» C es continua, aleshores 

[ f(z)dz = - f f(z)dz 

J —'y J-y 

Recordem que —7 es Varc oposat de 7. Aquest resultat, de fet, es cert per a 
qualsevol parell d’arcs equivalents, 7 ,u>, amb orientacions oposades. 

18 Recordem que 7 i u> diem que son equivalents si son parametritzacions d’una mateixa corba (i 
conservant la orientacio). A mes tambe teniem que 7* = u>*. 


b) Siguin 7 i us arcs equivalents amb la mateixa orientacio i f : 7* —>■ C continua 


18 
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d) Si 7 * uj son arcs tals que existeix la seva suma 7 + 0; (i.e. esta ben definida) i 
f : (7* Uo;*) —* C es contmua, aleshores 

I f(z)dz = I f(z)dz + / f(z)dz 

J 7 +cj J 7 J uj 


Demostracio. Demostrarem nomes els apartats b) i c), els altres son aplicaco directa 
de la definicio o be es demostren de manera similar a aquests dos. Conve recordar la 
definici 6 | 4 . 1.6 i els exemples que l’acompanyaven. 

b) Siguin 7 : [a, b] —> C i u : [c, d] — > C arcs derivables. Sigui p : [a, b] —> [c, d\ 
creixent, bijectiva, derivable i amb derivada contmua tal que 7 = 000 p. Aleshores 

/ f( z )dz = I f(u(s))u'(s)ds = I f(u(p(t)))u'(p(t))p'(t)dt 

J uj J c J a 

= I f('y(t))l f (t)dt= I f(z)dz 

J a J 7 

c) Sigui 7 : [a, b\ —■> C 1111 arc. Aleshores 



/ f((-7)(t))(-7y(t)dt = [ f(7(-m-7'(-m 

J—b J—b 

I f(.7(s)W(s)ds = - [ /(7(s))7'(s)ds = - f f(z)dz 

Jb J a J'v 


A la primera igualtat hem utilitzat que, per dehnicio, (—7 ){t) = 7 (—t). A la 
segona igualtat hem utilitzat que = P er 

la tercera igualtat s’ha fet el canvi de variable s = — t de manera que ds = —dt i 
els limits d’integracio inferior i superior passen a ser, respectivament —(—6) = b 
i —(—a) respectivament. 


□ 


El segiient resultat sobre integrals de linia complexa i convergencia uniforme, que ja es 
ben conegut per a funcions de variable real, resulta util en moltes ocasions. p 7 *] 

Teorema 4 . 2 . 5 . Sigui 7 un arc i una successio de funcions continues definides 

sobre 7* que convergeix uniformement a una funcio f. Aleshores es te que 


lim 

n—>00 



f(z)dz 


El segiient resultat basic sobre integrals de linia es una generalitzacio de la regia de 
Barrow: 

19 Extret de [ 7 j 
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Teorema 4.2.6 (Regia de Barrow). Sigui 7 : [a,fc] -)■ C un arc derivable, un obert 
de C tal que 7* C Q i f : —> C una funcio holomorfa tal que f sigui contmua sobre 
7*. Aleshores 

[ f(z)dz = /( 7 O)) - /( 7 (a)) 

En particular, si 7 es un arc tancat es complird que 

[ f\z)dz = 0. 


Demostracio. Si en comptes d’un arc derivable tinguessim una corba basica o una corba 
diferenciable a trossos, nomes cal aplicar aquest cas als seus trossos. 


Pel teorema 4 . 1.25 tenim que / 07 es un altre arc derivable i (f o^)'(t) = 

Per tant, 

/ f\z)dz= I f , ('y{t))'y , {t)dt= [ (/ ° 'y) , (t)dt = /(7(b)) -/(7(a)) 

J'y Ja Ja 


on hem aplicat a cada component (es a dir, a la part real i la part imaginaria de la 
funcio integradajp^j la regia de Barrow per a integrals de funcions reals. 


Per si no s’acaba de veure la ultima igualtat, considerem / = /1 + if 2 i 7 = 71 + *72- 
Tenim que / 07: [a,b] — y —> C es un arc derivable (per ser composicio de funcions 
derivables i tenir com a conjunt de sortida un interval de R). Ara (/° 7 ) 0 ) = /(7O)) = 
/i(tW) + */2(tW) i Havors 


(/ 0 7)'(0 = [/( 7 (f))]' = (/iOO)) + ^OO)))' = f[ ( 70 )b' 0 ) + b^bOJb'O) 

= (/i°7)'W+*(/2°7)'W 

i com que (/) o 7)' i (/ 2 o 7)' son funcions a valors reals podem aplicar la Regia de 
Barrow coneguda, i amb aixo tindrem que 


/ (/ °l)\t)dt = f (/1 o 7 )'(t) +i(/ 2 o^y(t)dt = f (/ 107 )'(t)dt + i f (f 2 o^)\t)dt 

Ja Ja Ja Ja 

= [(/1 0 7)0) - (/1 0 7) (a)] + 0(/2 0 7)0) - (/2 0 7) (a)] 

= (/1 0 7)0) + O /2 0 7)0) - [(/1 0 7)(a) + i(fo 0 7)(a)] 

= /iOO)) + ^bOO)) - LMtO)) + */2(70))] 

= /(70)) - ZOO))- 


com ja haviem vist. 


20 Recordem el que vam veure a la definicio 


4.0.38 


□ 
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Observacio 4 . 2 . 7 . Recordem que tota funcio holomorfa es de classe C 1 i, per tant, la 
hipotesi sobre la continuitat de la derivada pot climinar-se. 

Ara podem demostrar un analeg complex d’un fet basic de la derivacio real: si una 
funcio real te derivada nul-la en un interval, aleshores es constant. La prova es basa en 
el teorema del valor mig, pero aqnest teorema resulta ser fals per a funcions holomorfes. 
Tot i aixo podem provar el teorema sobre funcions amb derivada nul-la utilitzant el 
teorema anterior. 

Teorema 4 . 2 . 8 . Sigui £4 ^ 0 un obert connex de C i f : £4 —» C una funcio holomorfa 
tal que /' = 0 a £1. 

Demostracio. Signi z 0 G £ 4 . Com qne £4 es connex, sera connex per poligonals, despres 
si z es qnalsevol altre punt d’£l existira un poligonal V amb extrems z 0 i z dins de £ 4 . 
Ara pel teorema anterior 

0=1 0 dz = f f\z)dz = f(z) - f(z 0 ) 

Jv J-p 

de manera qne f(z) = f(zo) per a tot z € £ 4 , es a dir, / es constant. □ 

Continuem la teoria amb mes definicions. 


Definicio 4 . 2 . 9 . Sigui 7 : [a, b\ —> C un cami diferenciable, amb 7 = 71 + A/ 2 , i 
f : £7 — y C contmua amb 7* C £ 4 . Aleshores definim 

[ fdx= [ f ('y(t))'y[(t)dt 

J 7 J a 

i d’altra banda, 

[ fdy = I f^(t))^ 2 (t)dt 

J 7 J a 

Observacio 4 . 2 . 10 . Tot i qne no entrarem en la teoria de formes diferencials, cal tenir 
present qne dz — dx + idy es un objecte amb sentit formal (i es una forma diferencial). 
Tambe es compleix qne dz — dz — dx — idy. 

Proposicio 4 . 2 . 11 . Es compleix que 

[ fdz= f fdx + i I fdy 

J'y J '•y 

/ f{l{t))ii{t)dt + i [ f{j(t))i 2 {t)dt 

J a J a 

[ + */( 7 (<))t 4 (<)] dt 

J a 

[ KW +ii 2 {t)]dt 

J a 

[ W(t)} dt — f fdz 

J a 

□ 


Demostracio. Tenirn qne 

/ fdx + i fdy = 

J 'v J 'y 
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Definicio 4 . 2 . 12 . Sigui 7 : [a, b] —> C un cami diferenciable, amb 7 = 71 + ij2■ i 
f : 12 —> C contmua amb 7* C 12 . Aleshores definim 


[ f dz = f f dz= [ f( / y(t))'y , (t)dt = [ f^(t))j'(t)dt = f fdz 

J 7 J 7 J a J a J'y 

Proposicio 4 . 2 . 13 . Sigui 7 : [a, b] —> C un cami, amb 7 = 71 + *72, i f ■ 12 — > C 
contmua amb 7* C 12 , i f — u + iv. Aleshores es compleixen les segiients relacions: 


1 ) 

2 ) 

3 ) 


f fdx = 


[ fdz + 

/ fdz) 

Ji 


d 7 

J 7 / 

a. 

•a 

11 

-id 

[ fdz — 

yJ 7 

/ a *) 


/ fdz = / [{udx — vdy ) + i(udy + vdx)] 

J ^ J'y 


Definicio 4 . 2 . 14 . Si 7 es una corba basica definida en [a, b] C M z / : 12 —» C contmua 
amb 7* C 12 aleshores definim J y f\dz\ per 

I f\dz\= I + i2(t) 2 dt = I f{'y{t))\'y'{t)\dt 

da Ja 

Proposicio 4 . 2 . 15 . Sigui 7 : [a, b] — y C una corba basica i f : 12 —>• C contmua amb 
7* C 12 . Aleshores tenim la desigualtat 


fdz 


< j\f\\dz\ 


Demostracio. Tenim que 


fdz 


< / \f (t) \ dt 


< / \f(l(t))\ It'(01 dt = / \f\\dz\ 


i per tant 


com voliem demostrar. 


fdz 


< J\f\\dz\ 


□ 


Corol-lari 4 . 2 . 16 . Sigui 7 : [a, b] —> C una corba diferenciable a trossos (0 cami 
diferenciable) if: 12 —>• C contmua amb 7 * C 12 . Aleshores tenim la desigualtat 


fdz 


< j\f\\dz\ 


Demostracio. S’obte cl resultat aplicant la proposicio anterior, separant previament la 
integral en trossos grades a la C-linealitat. □ 
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4.3 Concepte de primitiva en variable complexa. Primitiva 
holomorfa 

En aquesta seccio estenem cl concepte de primitiva que ja coneixem de funcions d’una 
variable real, com a proces ’invers’ de la integracio, en el cas de funcions de variable 
complexa. 


Comencem amb el concepte basic, el de primitiva holomorfa d’una funcio. 

Definicio 4.3.1 (Primitiva holomorfa d’una funcio continua). 

Sigui 12 C C obert i f : 12 —* C un funcio continua. Aleshores, diem que f te una 
primitiva holomorfa si i nomes si existeix F : 12 —>• C tal que F'(z ) = f(z) per a tot 
z E 12 . 

Exemple 4.3.2. Donat a E C, si considerem la funcio f(z) = (z — a) n , n — 1 , i la 
funcio F(z) = — a ) n+1 + Zq, Zo E C tenim que F es una primitiva holomorfa de 

/, ja que es te que dF ^f 1 = £^{z - a ) n+1 + z 0 = gy(z - o) n + 0 = (z - a) n = f(z ), 
\/z E C. 

Observacio 4.3.3. 


1 ) F E "H( 12 ), es a dir, una primitiva es una funcio holomorfa (consequencia directa 
de la definicio). 

2 ) F E C 1 ( 12 ), es a dir, una primitiva es de classe C 1 com a funcio de dues variables 
x i y. 


Demostracio. Donat h E C de manera que z + h E 12 tenim que 


lim 

h->0 


F(z + h)- F(z) 

h 


m 


per a tot z E 12 , per ser F holomorfa. 


Si ara ens apropem a 0 per la recta real, prenent h E M tindrem que 

Bm F ( , + ft )-F W = /m 

h-t-o h \OX J z 


i per unicitat, = f(z). 

D’altra banda, si ens apropem per la recta complexa (on hi ha els imaginaris purs, 
de la forma 0 + iy amb y E IS.) tindrem que 

, F(z + iy)-F(z) 1 (dF\ 
lr° - Ty -=i 
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que novament, per la unicitat del limit cal que | (f^) = /(z) i doncs = 

*/(*)■ 


I com que aquestes derivades valen /(z) i if(z ) i / es continua, obtenim el que 
voliem. □ 


Veiem a continuacio el teorema que ens dona una condicio necessaria i suficient per 
a que una funcio / continua tingui una primitiva (holomorfa). Abans farem un petit 
recordatori sobre els operadors de derivacio quan tenim una funcio holomorfa F. 


Observacio 4 . 3 . 4 . Si tenim una certa funcio F : —> C holomorfa i primitiva d’una 


funcio / : O —>■ C, recordem que teniern, com a consequencia de la dehnicio 3 . 4.22 , que 


d d d 
dx dz dz 


d_ _ . fd_ _ d\ 
dy \ dz dz J 

Ara be, com que F es holomorfa sabem que aleshores = 0 i doncs = F'. Per 
tant, actuant sobre F l’operador J= = 0 (es l’operador identicament 0 ). Aleshores, 


OF 

dx 


dF 

dz 


F' = f 


dF _ .dF 
dy dz 


if 


Teorema 4 . 3 . 5 . Sigui f G C(Ll) amb C C un obert i 7 : [a, b] —* C un cami derivable. 
Aleshores, 


La funcio f te primitiva 


fdz nomes depen de 7 (b) i 7(a). 


Demostracio. 


=>) Suposem que / te una primitiva F G T-i{VL) D C 1 (fi) tal que F' = f a £2 i conside- 
rem un cami 7 = 71 + • • • 7*., k > 1 . Amb 7: [a.,-, 6/ —> C. 


Tenim per dehnicio que 


Per a cada j tenim que 


fdz = £ / /dz 


J=1 •'Ti 



r finMi-m- F'iriMi-m 

CLj d CL j 


f \F o^)\t)dt 

j a,j 
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i per la regia de Barrow 4 . 2.6 tenim doncs que 

fdz = F( 7 j (bj)) - F( 7j ( aj )) 


nj 


Per tant, finalment tenint en compte que 7 es un cam! i per tant 7 j(bj) = 
7 j+i ( a j+i) (segons la definicio de cam! 4 . 1 . 22 ) per a tot j 


k k 

f fdz = '52 f fdz = 52 F (.J j( b i)) - j( a j)) 

J r y J'yh 1 


3 = 1 7j i =1 

= F( 7l (6 1 )) - F( 7l ( ai )) + F(j 2 (b 2 )) - F(j 2 (a 2 )) + • • • + F( 7k (b k )) - F( 7j (a k )) 
211 = -^(7i(«i)) + F (iM) = —F('y(a)) + F( 7 (b)) = F( 7 (b)) - F( 7 (a)) 


ja que per definicio a = a\, b = b k i 7 = 71 sobre [cq,&i] i 7 = 7k sobre [a k ,b k \. 
Per tant el valor de la integral nomes depen del valor de F en els punts final i 
inicial de la corba 7. 


•<=) Suposem ara que / fdz nomes depen del valor de 7 en els seus extrems (es a 
dir nomes depen dels punts 7(a) i 7 (b) independentment del carni seguit). Cons- 
truirem la primitiva de /. Podern suposar sense perdua de generalitat que es 
connex; si no, fariem el mateix que a continuacio en cadascuna de les components 
connexes de £ 1 . 


Sigui w 0 6 fi, i ara per a cada z G 12 existeix un cami (que podem suposar poli- 
gonal i que depen de cada z triat) 7 : [0,1] —» complint 7(0) = ojq i 7(1) = z. 


Definim 

F{z) = f f(QdC 

que esta ben defnida per hipotesi, doncs la integral es independent del cami 7 que 
comenci en co 0 i acabi en z. 

Considerem ara un he C arbitrari pero de manera que z + h G fi. Sigui ft = 
[z,z+h], el segment que va de z a z+h, que recordem que es definia com raplicacio 

fi : [0,1] C 

t (->■ z + th 

Considerem ara el cami 7 = 7 + fi que va de co 0 a 2 + h. Per definicio, tenim que 

F(z + h)= [f(()d( 

I amb aixo 

F(z + h) — F{z) = f fdz — f fdz = j fdz + j fdz — j fdz 

J ^ J 7 J fi J 7 

= / fdz= [ f(n(t))n'(t)dt= ( f(z + th)hdt 
J fi Jo Jo 
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i per tant 

F — + h ] — F ^- = [ f(z + th)dt f f(z)dt = f(z) f dt — f(z) 

h Jo Jo Jo 

on hem utilitzat que / es contmua i per tant f(z + th ) convergeix uniformcment 


a / quan /x —>- 0 (podern permutar el limit amb la integral, pel teorema 4 . 2 . 5 ). 


□ 


Corol-lari 4.3.6. Sigui f : £2 —» C contmua. Aleshores, 


La funcio f te primitiva holomorfa a Q -£=>■ / fdz = 0 per a tot cami tancat 7. 

J'y 


Demostracio. 


= 4 >) Suposem que F es una primitiva holomorfa de /. Sigui 7 : [a, b] — » C 1111 cami 

tancat, aleshores tenim que F(fy(b)) — F(j(a)) = 0 ja que 7(6) = 7(a), i pel 

teorema anterior obtenim que 

f fdz = 0. 

J 7 

•<=) Suposem que / fdz = 0 per a tot cami tancat 7, amb 7* C fl Si 7, /i son dos 

camins que van del print 2 al punt cu (0, cu € f 2 ). Tenim que 7 + (—(f) es un cami 

tancat que va de z a z, i per hipotesi 



0 


d’on deduim que 


f fdz + f fdz = I fdz — I fdz 
J 7 J—[l J 7 J fi 




i per tant la integral / 7 fdz no depen del cami (nomes dels punts inici i final). 
Ara aplicant cl teorema anterior obtenim que / te una primitiva holomorfa. 


Exemple 4.3.7. Considerem novament la funcio holomorfa f(z) = (z — a) n , 
n 7^ — 1 , a G C. Sigui 7 : [ 0 , 1 ] —» C un cami tancat que no passa pel punt a. 
Aleshores tindrem que 

/' (z — a) n dz = 0 
J'y 

pel corol-lari anterior. 


□ 
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4.4 El teorema i les formules de Cauchy. 

4.4.1 Teorema de Cauchy i variants. 

Proposicio 4.4.1. Un subconjunt obert no buit 12 C C es connex si i nomes si per a 
tot parell de punts Z\,Z2 £ £2 existeix una poligonal V que els uneixi i tal que V* C 12. 

Demostracio. 


•<=) La condicio que tot parell de punts es pugui unir per una poligonal es pot de- 
mostrar facilment que es equivalent a que 12 sigui connex per camins. Com que 
connex per camins implica connex, tenim en particular que 12 es connex. 

=») Suposem que 12 es un obert connex i no buit. Sigui pel2 i definim el conjunt A 
(que depen d’aquest punt p triat) per 

A = {z G 12 | existeix una poligonal V z , amb V* z C 12, que vagi de p a z } 


Demostrem que A es obert, tancat i no buit. 


D’entrada es clar que A ^ 
trivial, o identitat). 


), ja que p G A (p s’uneix amb si mateix pel carni 


b) A es obert. Sigui zq G A i V ZQ una poligonal que uneix p amb zo- Sigui 
D r (z 0 ) C 12 un disc obert de radi r > 0 i centrat en z 0 (que existeix per ser 
12 obert). Com que un disc obert es simplcment connex 22 (i de fet convex) 
podem unir Zo amb qualsevol 0 G D r (zo) per mitja d’un segment (que es 
el cas mes senzill d’una poligonal); llavors tenim que V ZQ + [zo,z] es una 
poligonal que uneix p amb z. Per tant, tenim que z G A per a tot punt de 
D r (z 0 ) i aixi D r (z 0 ) C A, amb la qual cosa A es obert. 


c) A es tancat. Equivalentment podem provar que A c es obert. Sigui u 0 G A c 
i sigui D s (co 0 ) C 12 un disc obert centrat a u 0 i de radi s > 0. Observem 
que tot punt c o G D s (co 0 ) no es pot unir amb cap punt de A. Veiem-ho per 
reduccio a l’absurd. Suposem que existis z G A tal que existeix una poligonal 
V que uneix z amb u. Aleshores, com que D s {ujq) es simplement connex, 
podem considerar el segment [u;,o;o] i aleshores tindrem que V + [u;,o;o] es 
una poligonal que uneix z amb la qual cosa diria que w 0 G dQ pero 
u?o G A c ; contradiccio. Per tant, per a tot punt u G D s (uj 0 ) ha de ser que 
u ^ A, doncs D s (co 0 ) C A c i A c es obert. Per tant, A es tancat. 


Amb aixo tenim que A es un obert, tancat i no buit d’un connex 12, la qual cosa 
implica que A ha de ser el total. Doncs A = 12 i obtenim que tot punt d’12 es pot 
unir amb el punt p triat inicialment. Finalment, per mitja de sumes de poligonals 
obtenim per a tot parell de punts existeix una poligonal dins d’12 que els uneix. 


□ 

22 Recordem que un conjunt es diu que es simplement connex si es connex per camins. 

23 Ja que aleshores podem considerar una poligonal que vagi de p a z, unirla amb la que va de 2 a 
u >o i obtenir aixi una nova poligonal que uneix u o amb p. 
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Corol-lari 4.4.2. Els oberts connexos i no buits de C son connexos per camins. 

Pel que veurem seguidament necessitem la definicio d’nn tipus particular de corbes 
poligonals. 


Definicio 4.4.3. Diem que V es una poligonal especial si es una poligonal tal que 
els segments que la conformen son parallels als eixos real i imaginari (o eixos de coor- 
denades del pla complex). 


Observacio 4.4.4. Si recordem l’enunciat del corol-lari |4. 3.6 deia que una funcio con- 
tinua / te primitiva holomorfa si i nomes si / fdz = 0 per a tot cami tancat 7 . 
Demostrarem a continuacio que es suficient que aixo ultim es compleixi per a camins 
poligonals especials. Es a dir, provarem que f fdz = 0 per a tot cami tancat 7 si i 
nomes si / fdz = 0 per a tota poligonal especial (tancada) 7 . 


Proposicio 4.4.5. Sigui f : fl —> C contmua, fl obert connex. Aleshores f fdz = 0 
per a tot cami tancat 7 si i nomes si f fdz = 0 per a tota poligonal especial (tancada) 

7- 


Demostracio. 

=>) Es clar, ja que una poligonal especial tancada es un cas particular de cami tancat. 
•<=) Suposem que per a tota poligonal especial tancada 7 tenim que f f(z)dz = 0. 


Veurem que / te una primitiva F i pel teorema 4.3.5 obtindrem que per a tot 


cami 7 es compleix f f(z)dz = 0 (de fet, mig repetirem part de la demostracio 


del teorema 4.3.5 per aquest cas particular). 


Donat Zq € Q definim F per a cada zed com 

F(z) = [ f(C)dC 

J'y 

on 7 es una poligonal (continguda a O, i.e. 7 * C Q) que va de ^0 a z. Considerem 
ara 


[0,1] 


n 


t 


z + (2t)hi si te [0,1/2] ) 

z + hi + i(2t — l)/i 2 si t G [1/2,1] J 


on h — hi + h 2 % de manera que z + h G D. Observem que graficament /i es 
un pligonal amb forma de L que parteix de z i es desplaga horitzontalment (pa- 
ral-lelament a l’eix real) una distancia h 1 , despres es desplaga una distancia h 2 en 
la direccio vertical (paral-lelament a l’eix imaginari). Llavors 


F(z + h)= f f(()d( 

J'y+ii 
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de manera que 

F{z - h) - F(z) 
h 


= [ f(C)d( = 

J LL 


1 

h 


r1/2 r1 

/ f(z + 2thi)2hidt + / f(z + h\ + i(2t — l)li 2 )2ih 2 dt 
Jo J 1/2 


ara dins del parentesi sumem i restem la quantitat f(z)h = f(z)hi + f(z)ih 2 = 
2 (f 0 1/2 dt ) + 2 (/i/a dt) f(z)ih 2 i agrupem adequadament de manera que 


= f(z) + f( z + 2thi)2hidt - 2 ^ dz^j f(z)hij 

+ - {j f(z + hi + i{2t — l)h 2 )2ih 2 dt — 2 dz'j f(z)ih 2 

= f ( z ) + \ f [f( z + 2thi) - f{z)\ 2hidt 
h Jo 

+ t[ [f(z + hi + i(2t - 1 )h 2 ) - f(z)] 2ih 2 dt 

h J 1/2 

2 /?, rV 2 

= f(z) + ~y J 0 t/( z + 2 th i) - /(*)] dt 

' 2 ^ 2 / [/(^ + + t(2t - l)h 2 ) - f(z )] dt 

J 1/2 


h J 1/2 


com que els quocients ^ i estan acotats per 2 i / es continua, tindrem que 
lim (/(^ + 2thi) - f(z )) = 0 = lim (f(z + hi + i(2t - 1 )h 2 ) - f(z)) 

h->-0 h —>0 

i prenent limits en la igualtat que tenim ara 
F(z + h)~ F(z) „ x , 2 hi f 1 / 2 


h 


7/7., r la 

= f(z) + ~j^ J 0 ( f( z + 2th \) “ /(*)) dt 

+ C —r L I ( f( z + h i + i(2t - l)h 2 ) - /(z)) dt 
h Jm 


2ih 2 r 1 
1 1/2 

= /(-) + o(/i) 


arribem a que 


F(z +/i) - F(.z) 

hm--— = Inn / 2 + o /i = f(z 

h-t 0 77 h— 70 


la qual cosa demostra que F es primitiva de / (ja que aixo ens diu que F'(z) = f(z) 
per a tot z). 


Per tant / te una primitiva F i pel teorema 4.3.5 concloem que / f{z)dz = 0 per 
a tot cami tancat 7 . 
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□ 


Observacio 4.4.6. Per tant, en les hipotesis de 4.3.5 i 4.3.6 podem substituir que 7 


sigui 1111 cam! (general) per que 7 sigui una poligonal especial. De fet, no cal que sigui 
especial, podria ser una poligonal tambe general. 


Enunciem ara un dels teoremes mes importants de l’analisi complexa: el Teorema de 
Cauchy. 

Teorema 4.4.7 (Teorema de Cauchy). 

Si f es una funcio holomorfa en un domini simplement connex D (es adir, homeomorf 
a un disc) aleshores per qualsevol corba tancada simple 7 continguda a D es te que 

f f{z)dz = 0 


Un cas particular del teorema de Cauchy quan el domini de definicio de / es un rec¬ 
tangle R tancat amb costats parallels als eixos, es coneix amb el nom de teorema de 
Cauchy- Goursat. 


Abans d’enunciar aquest teorema, necessitem un resultat que es la generalitzacio del 
principi dels intervals encaixats (per a intervals de R) al cas del pla complex C (o 
equivalentment R 2 ). 

Proposicio 4.4.8 (Principi dels rectangles encaixats). Sigui {R n }™ =1 una successio de 
rectangles tancats, amb costats paral-lels als eixos: R n = [a n ,b n \ x [c n ,d n ] C C tals que: 

1) Estan encaixats: Ri + \ C R t per a tota i £ N. 

2) El seu perimetre tendeix a 0 quan n —> 00 . 

Aleshores exixteix un unic punt z 0 G C tal que z 0 £ Ri per a tot i £ Pf. Es a dir, 
flneN Rn = {-2o}- 

Observacio 4.4.9. Si tcnim un rectangle R i considerem la seva frontera (o vora), dR. 
Direm que 7 : / —> C es una parametritzacio de dR si 7 * = OR. 


Teorema 4.4.10 (Cauchy-Goursat). Sigui SlcC (obert no buit i connex) i f £ 7/(12). 
Sigui R C 12 un rectangle tancat i 7 una parametritzacio de la seva frontera dR amb 
orientacio positiva (sentit antihorarf 


24 


Aleshores es te que 


i f(()d( ■= [ HQdC = 0 

JdR J 7 


Demostracio. Farern la prova per reduccio a l’absurd. Sigui R un rectangle tancat que 
podem suposar de la forma R = J 0 x J 0 , amb Jo, Jo intervals tancats de R. Sigui 7 la 
parametritzacio de dR amb orientacio positiva (veure figura [T]) . Suposem que tingues- 
sim / f(C)d( = a £ C\{ 0 } i arribarem a contradiccio. 
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- OR 

\ 1 

- > > > 

Figura 7: Rectangle R amb la frontera DR parametritzada positivament. 


Siguin |/ 0 |, | J 0 | les longituds d’aquests dos intervals i D 0 := ^/|J 0 | 2 + | J 0 \ 2 la diagonal 
(o diametre) del rectangle R. Sigui tambe P 0 := 2(|/ 0 | + |J 0 |) el perimetre (o longitud) 
de dR. 

Comenzarem fent un proces iteratiu. Definim primerament Rq R , 70 := 7 i dividim 
ara el rectangle Rq, en 4 sub rectangles identics -Rq, Rq, i?j] i -^o am b l es respectives pa- 
rametritzacions de les seves fronteres 7o, 7 o ; 7 o i 7 o- A l a figura [ 8 ] hi ha la representacio 
geometrica del primer pas del proces iteratiu. 



Figura 8 : Rectangle R amb la frontera dR parametritzada positivament i subdividit en 
4 rectangles identics amb fronteres tambe parametritzades positivament. 


Es comprova facilmcnt que 


/ /(CR = 

•'To 


^To +Tq +Tq +7q 


f(Qd£ 


ates que a l’interior del rectangle gran, R 0 , hi ha cancel-lacions de manera que nomes 
queden les parts d’integral que recorren la frontera <9i?o- 


24 Podem pensar que la orientacio d’una corba tancada i simple es positiva quan aquesta es recorre- 
guda deixant a la nostra ’esquerra’ l’interior de la corba. 
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Ara existeix j 0 G {1, 2, 3,4} tal que 


Vo° 


/(CR 


> 


/(CR 




Vi G {1,2, 3,4} 


Definim R\ := Rff i 71 := 7 o° la corresponent parametritzacio de dR\. Per la designaltat 
triangular obtenim que 


a = 


/(CR 


'70 


<£ 

3= 1 


'76 


/(CR 


< 4 




/(CR 


= 4 


/(CR 


' 7 i 


= 4 


/9Hi 


/(C)rfC 


i per tant 


\a\ 

— < 
4 “ 



Ara tornem a fer el que hem fet per al rectangle R 0 pero ara amb A,. El dividim en 
4 subrectangles identics R\, Rf, Rf i Rf amb les corresponents parametritzacions de les 
seves fronteres i ens quedem amb aqucll (que definim per R 2 ) tal que 




\a\ 

42 


Reiterant el proces obtenim una successio de rectangles tancats Rq, R±, ...,R n , ... i en- 
caixats (i.e. Rj+i C Rj, Vj) amb parametritzacions 7 j de les corresponents fronteres 
dR r 


Tambe tindrem que 


'dRi 


f(()d( 


\a\ 

> — 
- 43 


Si denotem per Pj el perimetre del rectangle Rj i per Dj el diametre corresponent al 
rectangle Rj , per j = 1 veiem facilmcnt que P\ — \ D\ — \j + (^jr) = 


\Iq\ 2 + |Jo | 2 = de manera que inductivament es demostra que 


Pj — — , Dj = — 
0 J 


Vi > 0 


Per tant, com que 

lim Pj = P 0 lim — = 0 

j—¥QO j~>00 2 J 

aplicant el principi dels rectangles encaixats |4.4.8| obtenim que existeix un unic Zo E D 
tal que zq G Rj per a tot j G N (i.e. {zo} = DjeM Rj)- 


Com que es obert, existeix D r (z 0 ) C amb r > 0 (petit) i un j\ G N prou gran 
tal que si j > j\ aleshores que Rj C D t (zq). Aixi per als punts z d’aquests Rj podern 
considerar el 'Taylor complex’ de primer ordre de / en un entorn de Zo: 

f(z) = f(Zo) + f(z 0 )(z - 2 0 ) +u(z,z 0 )\z - Zq | 
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amb oj(z,Zq) continua i lim^^ u>(z, Zq) = 0. 

Com que lim^oo Rj = zq, per a z G Rj tenim que \z — zq\ — » 0 (de fet z — > £ 0 ) si j oo. 


Demoment tenim que 

/ f(()d(=l (f(z 0 ) + f'(z 0 )( y (-zo)+u((,zo)\(-z 0 \)d( 

j 3 

= f(*o) [ <K + f'(zo)[ (C-zo)dC+ [ Uj((,z 0 )\(-z 0 \d( 

j j j 

pero com que 7 j es un cami tancat que no passa per zq i (( — zo) es holomorfa obtenim 
que / 7 . d( = 0, f 7 .( C - z 0 )d( = 0. Per tant, 

/ f(()d(= [ w(C,*o)|C “ z o\d( 

j 


f(()d( 


ni 


< / MC,-o)||C - Zo\\d(\ 


(9) 


Ara com que uj(z,Zo) — » 0 si z —> Zq, donat e > 0 arbitrari existeix S > 0 tal que si 
\z — *o| < d aleshores | uj(z, zq)| < e - Donat aquest e i <5 que sabern que existeixen, hi ha 


j 2 > j 1 prou avangat de manera que \z — z 0 \ <5 per a tot z G 
\uj(z,Zq)\ < e per a tot z E Rj i tot j > j 2 . D’altra banda |z - 
z G Rj, j > j 2 . 


% i j > 32 
Zq\ < Dj 


25 


Per tant, 
per a tot 


Continuant amb la desigualtat [9] i el que acabem de dir tindrem 

DqPq 


< / = tDj / \<K\ = tDjP J = 

J 1 j J li 

Recordem del principi que teniem 

0 < l ir * \l, 

d’on 


4 3 


Vj > J2 


a 


DqPq 


0 < —r < e 
42 ~~ 42 


Ara com que e es arbitrari, podern triar-lo tal que 0 < ePoD 0 < |a| i doncs tindriem 
que 

M 

43 

una contradiccio. 


0 < 


, DqPq |a| 
< e < 


\a\ 


\a\ 


4j 


43 


4 j < 43 


Per tant no pot ser que |a| > 0 d’on deduim que |a| = 0 =>■ a = 0 i aixi 

new = 0 

com voliem demostrar. □ 

25 La distancia entre dos punts d’un rectangle es, com a maxim, la longitud de la diagonal d’aquest 
rectangle 
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De fet tenim el resultat anterior una mica mes general que es dedueix en part de la 
segiient observacio. 

Observacio 4.4.11. Si tenim una poligonal especial tancada V amb frontera pararne- 
tritzada per una certa corba 7 orientada positivament, es facil demostrar que podern 
subdividir l’interior d’aquesta poligonal en rectangles mes petits, amb fronteres para- 
metritzades tambe amb orientacio positiva. Un exemple grafic d’aixo el podem veure a 
la figura|9} En aquest cas no deixern visualitzar explicitament els rectangles, tal com 
s’ha fet a la figura [ 8 ] on hi veiem 4 rectangles de colors amb la indicacio del sentit de 
les parametritzacions de les respectives fronteres. Ara nomes indiquem el sentit en que 
es parametritza cada subrectangle. 



Figura 9: Exemple de poligonal especial, amb orientacio positiva, particionada en rec¬ 
tangles parametritzats positivament. 


Observem que aquesta particio no es pas unica, de fet n’hi ha d’inhnites. 
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Teorema 4.4.12 (Teorema local de Cauchy). 

Sigui D C C un disc obert (que podria ser tot C ) i 7 un cami tancat dins de D (i.e. 
7 * C D). Sigui f G T-L{D) aleshores 


f{z)dz 


0 . 


Demostracio. Del teorema de Cauchy-Goursat tenim que / f{z)dz = 0 per a 7 para- 
metritzacio de dR amb R rectangle contingut a D. D’aqui, a partir de la observacio 
anterior, es dedueix que per a tot poligonal especial V, J v f(z)dz = EfdRj f(C)d(, on 
Rj son els rectangles que particionen l’interior de V, i aplicant el teorema de Cauchy- 
Goursat obtenim que f p f(z)dz = 0 ates que f dRj f(()d( = 0 per a cada j. 


Per tant, de la proposicio 4.4.5 com que acabem de veure que f v f(z)dz = 0 per a tota 
V poligonal especial, concloem que f f{z)dz = 0 per a tot cami tancat 7 amb 7 * C D. 
Com volicm. □ 


De fet, tenim encara mes, afegint una petita hipotesi extra el resultat anterior es valid 
en qualsevol disc D al qual li haguem tret un nombre finit de punts del seu interior. 

Corol-lari 4.4.13. Sigui D C C un disc i pi, ...,p n un conjunt de punts, n G N. Sigui 
f G T-L(D\{pi, ...,p n }) tal que per a tot j G {l,...,n} compleixi 

Jim (z - pj)f(z) = 0 

z—rpj 

aleshores per a tot 7 cami tancat dins de D\{pi, ...,p n } (important que aquest cami no 
talli cap dels punts) es te que J f(z)dz = 0 . 

Demostracio. Farem la demostracio separant en casos. 

1) Si 7 es la vora d’un rectangle R (es a dir, parametritzacio de OR amb per exemple 
orientacio positiva) tal que no passa per cap dels punts pi, ...,p n (i a l’interior de 
R tampoc n’hi ha cap), estem en la situacio del Teorema de Cauchy-Goursat i 
par tant ja ho tindriem. 


Suposem ara que hi hagues algun punt dins de R (i.e. {p 1 , ...,p n } fl R 7 ^ 0). En 
aquest cas podem dividir el rectangle R en subrectangles Rj de mida mes petita 
tals que les seves vores no tallin cap dels punts que hi ha a l’interior de R. Aquesta 
particio la podem fer de manera que dins de cada subrectangle hi hagi, com a 
maxim, un dels punts de {pi, ...,p n }. Veure figuraflolper a un exemple d’aquestes 
particions. 
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Figura 10: Rectangle R, amb un numero Unit de punts al seu interior (en aquest 
exemple en posem 5), amb la frontera dR parametritzada positivament i particionat en 
subrectangles tals que o be contenen un punt o be cap i tenen les seves fronteres tambe 
orientades (parametritzades) positivament. 


Llavors tenim que 

f f( z )dz = I f( z ) dz ( 10 ) 

JdR ; JdRj 

3 J 

Observem que en la suma anterior, les corresponents integrals als subrectangles 
tals que no continguin cap punt seran zero; per tant podem suposar que els Rj 
de la suma anterior son aquells que contenen exactament un punt. 


Per a cada j = l,...,n sigui p(j) e {pi,...,p n } el punt tal que p(j) G Rj. Ara 
per a cada j podem fer una particio del rectangle Rj en subrectangles encara mes 
petits, de manera que la integral f an f(z)dz es redueixi a la integral f QR i on R) 
es el rectangle de la particio que conte cl punt (com a bans, el que tindricm es 
JdR f( z )dz = ZkfeRX, pero nomes un dels R k , de la particio conte el punt p(j), 

j lx j J 

i els altres integren zero). Aquest proces el podem fer indefinidament de manera 
que donat r > 0 tinguem que 



on R(r,j) es un rectangle resultant de les succesives particions, tal que conte cl 
punt p(j) i tal que esta contingut en el disc de radi r i centre p(j), D r (p(j)). 

Dit aixo, com que estern suposant que 

lim (z -p(j))f(z) = 0 

tenim que donat e > 0 arbitrari existeix 5 > 0 tal que si |z — p(j) \ < 8 aleshores 
\z-p(j)\\f( z )\ < e, i doncs f(z) < 


71 











Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Pel que hem observat fa un moment, per a un nombre prou gran d’iteraccions (de 
fer particions), podern prendre R$ rectangle contingut en D$(p(j)) (i que contingui 
el punt p{j))- D’aquesta manera la integral al voltant de la vora del rectangle 
j-essim inicial es 

f f(z)dz = I f(z)dz 

JdRi J dRs 


i tindrem que 


IdRi 


f(z)dz 


IdRs 


f(z)dz < 


'dRs 


f(z)dz 


< 


IdRs 


\f{z)\\dz\ (*) 


ara acotern \f(z)\ superiorment per i tarnbe utilitzem que |z — p(j)\ < 

D(Rs) essent D(R$) el diametre del rectangle Rs |^j Prenent inversos tindrem 


\z-pU) I — D(R s ) 


I aixi, 

w s L 


dRs 


1 , , , 1 
— Adz\ < e 


D(Rs) J dR s 


\dz\ 


\z~p(j) I 

ara la integral J dRg \dz\ ens dona exactament el perhnetre de Rs (i.e. longitud de 
dRs ) que podem acotar, per exemple, per quatre vegades la diagonal del rectangle: 
IdRs \ dz \ — 4-D(-Rj)- D’aquesta manera si continuem amb les desigualtats arribem 


a que 


IdRs 


f(z)dz 


< e 


D(R S ) 


4D(Rs) = 4e 


Ara, com que e > 0 es arbitrari, concloem que 


IdR 


f(z)dz 


0 ^ f f(z)dz = 0, Vj 

JdRi 


Ara retornant a l’equacio 10 obtenim que 

f f{z)dz = J2 I f( z ) dz = 0 
JdR ; JdRi 

J 

el que prova cl resultat en el cas que 7 sigui una parametritzacio de OR. amb R 
un rectangle dins del disc D on hi tenim dehnida /. 


2) Suposem ara que 7 es una poligonal especial tancada. Per la observacio 4.4.11 


podem particionar l’interior de 7 en rectangles Ri l G N de manera que tinguem 

/ 


/ f(z)dz = I f( z ) dz 

J 7 1 J dRi 


27 


Un cop tenim aquesta particio en rectangles apliquem el que hem demostrat pel 
cas anterior 1 ) a cadascun d’aquests rectangles Ri i obtenim el resultat: 


f f (z)dz = 0 . 
J -y 


26 Aquesta acotacio es clara ja que la distancia entre un punt z de dRs i p(j) (que esta dins de R ), 
sera, com a molt, igual a la diagonal/diametre del rectangle. 

27 E 1 simbol denota que estem efectuant una suma finita. 
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3) Finalment arribem al que voliem demostrar. En general, si / te primitiva a 
D\{pi, ..., p n } i 7 es un cami tancat a D\{pi, ...,p n } aleshores 


/ f{z)dz = 0 

J "Y 


Per provar aixo nornes ens cal recordar la proposicio 4.4.5 i com que D\{pi, ...,p n } 


es connex i sabem que per a tota poligonal V especial tancada es compleix 
f v f(z)dz = 0 obtenim que f f(z)dz = 0 per a tot cami tancat 7 . 


Una demostracio alternativa seria considerar una successio de poligonals especials 
tancades {'P„} n eN tals que aproximessin la vora del disc D\{pi, ...,p n }, es a dir, 
tals que 

lim dist (V* dD) = 0 

n—>00 x n 7 

i hauriem de demostrar que 


lim 

n—>00 



' d(D\{p lt ...,p„}) 


f(z)dz 


obtenint aixi que 

0=1 f(z)dz 

Jd(D\{ Pl ,..., Pn }) 


ja que pel cas 2) tenim f Vn f(z)dz = 0, Vn G N. 


□ 


4.4.2 Les formules de Cauchy i algunes aplicacions. 

Per al proper teorema que demostrarem ens calen una definicio i un lerna previs. 

Definicio 4.4.14 (Index d’una corba tancada). [^] Sigui a G C i 7 un cami tancat a C 
que no passa per a (i.e. tal que a ^ 7 *). Aleshores es defineix I’index de 7 respecte del 
punt a per 

Ind( 7 , a) = —^7 f 

2 m J'y z — a 

Observacio 4.4.15. Geometricament l’index d’una corba tancada 7 respecte d’un cert 
punt a G C ens dona el numero de voltes que la parametritzacio de 7 considerada dona 
al voltant del punt a. Veiem-ne a continuacio alguns exemples. 

Exemple 4.4.16. Sigui dDi(0) la vora del disc unitat i sigui 7 n (t) = e int , t G [0, 27r] 
i n G N una familia de parametritzacions d’aquesta. Sigui a G -Di(O) (|a| < lQ i 
calculem quant val Ind( 7 „, a): 

1 r dz 1 r 27T ine mt , 

— / -= — / - dt 

27 ri 7 7 „ z — a 2m Jo e mt — a 


28 Per a major formalitzacio veure seccio 1 . 5.2 pagina 27 de la referenda [2] 

29 De fet per a |a| = 1 l’index no esta definit, la integral divergeix, i si |a| > 1 i per tant a es fora del 
disc unitat, aleshores 1’index dona 0 (cap volta al voltant d’un punt que esta a l’exterior de la corba). 
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Teorema 4.4.17. Sigui f G un punt a G 12 i 7 un cami tancat amb 7 * C f2\{a} 

(que no passa per a). Aleshores existeix K, G Z tal que 


/C/(a) = 


1 r f{z) 

2 ni J'f z — 


Abans de demostrar aquest teorema, provern un lerna previ que ens sera util. 


Lema 4.4.18. En les mateixes condicions del teorema 4-4-1 7 existeix k G Z (que de 
fet veurem que k coincideix amb la /C del teorema) tal que 

r dz 


= 27 rik 


h z 


Demostracio. El cami tancat 7 sera de la forma 7 : [a, 0] —> 12 amb [a, (3] C 
Aleshores 

f dz [P 7 J (t) 


z — a Ja 7 (t) — a 


dt 


Considerem 1’aplicacio auxiliar 0 : [ct, 0] —> C definida per 


0(t) = 


V(a) 

7 (r) - a 


dr 


Aplicant el teorema fonamental del calcul (tant a la part real com a la part imaginaria 
de 4 >{t)) obtenim 

_ =► h^) - a\(j)'{t) = h(t) 


l(t) - a 


i per tant 

[ 7 (t) ~ a\(j)'{t) - i(t) = 0 


[ 7 (t) - a]^(t)e~^ - 7'(t)e“*W = 0 
d '' -ae~^ t] ) = 0 


dt 

d 

dt 

d 

dt 


— ae = constant 

— ae — ( 7 (a) — = 7 (a) 


30 


com que aquesta quantitat es constant, tambe sera igual a (7 (0) — a)e~i > ^ de manera 
que 

( 7 ( 0 ) — a)e~^' > = 7 (a) — a 

i com que 7 es tancat, 7 (a) = 7 ( 0 ) de manera que arribem a 


e ^ /3) = 1 =7- — 0 ( 0 ) = 27rifc 
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on hem fet servir que les solucions de l’equacio complexa e z = 1 son els multiples enters 
de 2 7 r z. 


I equivalentment 


m = [“ X (t) dt = / = 4 6 Z. 

Ja 7 (£) — a J-y z — a 


com voliem. 


n 


Demostrem ara si el teorema 14.4.171 


Demostracio. Suposem que / G 7-^(0), affii sigui 7 un cami tancat que no passa pel 
punt a. Observem que la funcio <7 : O —^ (C definida per 

f ^ f( z ) ~ /(«) w ^ r>\ r 1 
g(z) = -—-, Vz G n\{a} 

Z CL 

es holomorfa en el sen dornini de definicio, es a dir, g G 'H( l D\{a}). 

D’altra banda tambe es compleix que 

!i ™9( z )( z ~a) = lim )(f(z) - /(a)) = 0 


i pel corol-lari 4.4.13, si 7 es un cami tancat que no passi per a aleshores 

/(*-) 


0=fg ( z )=(Mzm dz = 

J'y Jry Z — CL Z — CL 


dz — f(a ) 


r dz 
l-y z — a 


i per tant, 


/(a) /-*-=/ m dz 
Jy z — a Jy z — a 


Pel lema anterior 4.4.18 sabem que existeix k E Z que definim per K, := k tal que 

f dz 


= 27t ik = 2ttHC 


ly z — a 


de manera que arribem a 


f(a)2nilC = / — - dz 


AC/(0) = -2-. f ^d-dz 

2m Jy z — a 


ly z — a 

com voliem demostrar. 

D’aquests dos ultims resultats deduim la coneguda formula de cauchy. 


□ 
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Teorema 4.4.19 (Formula de Cauchy a un disc). 

Sigui 12 C C obert i f G 77(12). Sigui D C 12 un disc. 

Si 7 es un cami tancat contingut a D (i.e. 7* C D) i zq G D\ 7* aleshores 


f(z 0 )Ind('y,z 0 ) 


r 7 / 

/ 7 T 2 Q — Zq 


on, recordem que 


Ind( 7 , z 0 ) 


1 f d( 

2ni J'y ( — z 0 


Definicio 4.4.20. Sigui 12 C C obert. Sigui zq G O i r > 0. 
Definim la funcio C r (zo) per 


C r {z 0 ) : [0, 27t] —* C 


-So + fe* 


giie es una parametritzacio (positivament orientada) de la circumferencia de radi r i 
centre z 0 , dD r (z 0 ) = (C r (z 0 ))*, i que potser de vegades ens hi referirem, amb cert abus 
de notacio, per C r (;Sof^J 


Observacio 4.4.21. Observem que si al teorema 4.4.19 de la formula de Cauchy prenem 
7 = C r (z 0 ) de manera que (C r (z 0 ))* = dD r (z 0 ) C 12, tenim que per a punts interiors 
del disc l’index es 1 (7 dona una volta al voltant de zq) i l’index per un punt exterior 
a la corba sera zero. Resumint: 


Ind (C r (zo),z) = 1 , si z G D r (z 0 ) 
Ind(CV(;so), z) = 0, si z G C\H r (^o) 


com hem vist a l’exemple 4.4.16| 


D’aquesta manera tindrem que per a cada z G D t {zq) 

f(z)lnd(C r (z 0 ), z) = f(z ) ■ 1 = J-u f l^dC 

2m Jc r (z 0 ) Q — z 


i doncs 

f(z) = e D r (z 0 ) (11) 

2m JCr(zo) Q — z 

Si z ^ D r (zo ) no tenim cap informacio sobre f(z) ja que l’index val 0. 


31 Es a dir, potser ens referirem a la circunferencia que es la imatge de l’aplicacio C r (zo), directament 
denonotant-la per C r (zo) 
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A continuacio enunciem el famos Teorema de la corba de Jordan, que farem servir en 
diversos resultats que estudiarem d’ara endavant. Recordem que una corba 7 es diu 
que es de Jordan si es simple (sense autointerseccions) i tancada. 


Teorema 4.4.22 (de la corba de Jordan). 

Sigui 7 una corba de Jordan en el pla complex C. Llavors el seu complementari, C\ 7 *, 
consisteix en exactament dues components connexes. Una d’aquestes components es 
fitada (I’interior) i I’altra es no-fitada (l’exterior), i la imatge de la corba 7 es la frontera 
de cada component. 


32 


Lema 4.4.23. Sigui 7 un cami contingut en un obert SlcC. Aleshores Uaplicacio 


Indry : C\ 7 * —» Z 
z 0 1 —* Ind{ 7 , z 0 ) 


es continua. 

Demostracio. Sigui z Q G C\ 7 *. Podem triar un disc obert D r amb radi prou petit per 
tal que D r (z 0 ) D 7 * = 0. Aleshores podem considerar la diferencia segiient per a cada 
z £ D r (z o) : 


Ind 7 («) - Ind 7 (^ 0 ) = J : d( - j 

= ( z “ 2 o ) / 7 ( (Zz)((-Zo) 

Prenent valors absoluts tenim 


C - -0 
1 


*=z( 


C - Z C — Zo 


d( 


d( = : A 


|A| < \z — Zq\ 


IC-MIC--o 


MC | = (*) 


per h G C tal que z = z 0 + h G D r (z 0 ) tenim que |£ — z\ > ||£ — z 0 \ 

MCI 


de forma que 


(*) <\z- Zq\ / 

•/'Y 


< (**) 


lie - Zo | - \h II 1 C - zq I 

d’altra banda tambe podem acotar el modul de h per \h\ < dlst P ; obtenint 

2 MCI . 2 


( ” ) 5 |z ■ L s 


< 


7 dist(7*,z 0 ) 2 dist(7*, z 0 ) 2 


L( 7 )M — zq\ = C ■ \z — zq\ > 0 si z —> zo 


on L( 7 ) = / |dC| es l a longitud de la corba 7 . 


I doncs tenim que 

lim Ind 7 (z) — Ind 7 (zo) = 0 ==>- lim Ind 7 (z) = Ind 7 (^o) 

z yzo ^ ^zo 

la qual cosa demostra que l’aplicacio index es continua. □ 

32 E1 teorema es pensa originalment en el pla R 2 , pero com que C = R 2 , tambe serveix per a C. 
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Proposicio 4.4.24. Sigui D C C un disc i 7 un cami tal que 7 * C D. Aleshores, 

(1) Per a cada z 0 £ D\ 7 * , tenim que Ind(—'y,z 0 ) = — /nd( 7 ,z 0 )- 

(2) Si zo pertany a la component no acotada de C\ 7 * aleshores /nd( 7 , zo) = 0. 

(3) La fundo 


Ind 7 : C\ 7 * —* Z 

z 0 1 —> Ind( 7 , zo) 

es constant a cada component connexa de C\Y ■ 
Demostracio. 


(1) Per una propietat que ja hem vist anteriorment tenim 


ind( - 7 , Zo ) = - LJ_ 


d( 


d( 


27 ri 7-7 ( — zq 2m 7 7 ( — zq 


= -Ind( 7 , z 0 ) 


(2) Sigui zo £ ( 7 * U Int( 7 )) c , es a dir, de la component no acotada de C\ 7 *. Aleshores 
podern tragar una corba (un cami simple) que rodegi la 7 *, es a dir, podem trobar 
un entorn de 7 * simplcment connex [^] i tal que no contingui el punt zo- Sigui 
doncs C C C simplcment connex, tal que C fl 7 * = 7 * i z 0 ^ C. Tenim que la 
funcio en la variable complexa ( es holomorfa a C i en particular 7 * C C. 


C 


Per tant, aplicant el Teorema de Cauchy 4.4.7 obtenim que 


0 = 


d( 


(~zo 


= Ind(z 0 , 7 ). 


(3) Suposem que C\q* = C\ U • • • U C m U C m+ 1 amb Ci per i £ {1, ...pm} les com¬ 
ponents connexes acotades i C m+ i la component connexa no acotada de C\q*. A 
( 2 ) hem vist que per a tot Zq £ C m +i , Ind(zo, 7 ) = 0 i en particular es constant 
a la component no acotada. 


Fixem i £ {1, ...pm}. Demostrem ara que Ind 7 es constant sobre C). Aixo equival 
a veure que per a tot parell de punts z,co £ Ci es te que Ind 7 (z) = Ind 7 (o;). Ho 
fern per reduccio a l’absurd: 

Suposem que hi haguessin z,uj £ Ci tals que ri\ = Ind 7 (z) 7 ^ Ind 7 (o;) = n-i amb 
n 1,712 6 Z i rii ^ ri2 . Es ben sabut que a Z els unics subconjunts connexos 
son els punts (subconjunts de la forma {n} amb n £ Z). Ara com que pel lema 

continua es connex, tenim que Ind 7 (C' i ) hauria de ser connex. Ara be, pel que 
estavem suposant, tindricm que {ni} U {n 2 } C Ind 7 (C'j), la qual cosa ens diria 
que Ind 7 (C'i) te, com a minim, dues components connexes, i aixo contradiu que 

33 L’interior d’una corba simple es un obert simplement connex. 


4.4.23 Ind 7 es una aplicacio continua i la imatge d’un connex per una aplicacio 
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aquest conjunt imatge sigui connex. Per tant, cal que n\ = 7 x 2 i podem conclou- 
re que Ind 7 (z) = Ind 7 (o;) per a tot parcll de punts z,oj G Ci, i aixo per a tot 
i G {1, m}. 

Aixi doncs, com voliem demostrar, l’aplicacio index es constant en cada compo¬ 


nent connexa de C\ 7 *J^| 


□ 


Proposicio 4.4.25. Sigui 7 un cami injectii^ ] definit dins un disc D C O C C i 
gx G C( 7 *). Aleshores per a tot n G N tenim que la funcio F n definida per 



es F n G 'H(C\ 7 *) i a mes F' n = (n + l)F n+ i. 

Demostracio. Veiem primer que les funcions F n son continues per a tot n G N. Fixat 
7 i G N, sigui z 0 G i veiem que F n (z) es continua en el punt z 0 . Existeix r > 0 
prou petit per tal que D r (zo) fl 7 * = 0 (no talli la corba). De fet podem prendre 
r = r 0 = dist(z 0 , 7 *). 

Ara per a cada z G D ro (z 0 ) i tot ( G 7 * tenim que |£ — z\ > dist(^ 0 , 7 *) = r 0 > 0 (en 
particular |£ — z\ no s’anul-la), i per tant la integral segiient te sentit 



Considerem ara per a \z — z 0 \ < r 0 



i ara usem la indentitat a k — b k = (a — b) J2i= 0 a ^ k 1 \ k G Ff, a, b G C (es deixa com a 
exercici), aplicada a a = (( — zq), b = (( — z), k = n + 1, obtenint 



34 Si hi ha un numero numerable de components connexes acotades, fariem el mateix. Hem suposat 


que n’hi ha un nombre finit per estalvi de notacio. 

35 Tambe pot ser tancat, i que valgui el mateix nomes en els punts on es tanca. 
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Ara per a cada j G {0, n} tenim que 

+0 


h (C - O i+1 (C - Zo) n+1 ~ j 


d( 


< 


KOI 


7 |C - ++C - Zo\ n+1 ~ j 

MCI 


d( 


< sup(^) / 

'y* J '*y 


|C-+ +1 |C-+ n+w 


zr(**) 


com a la demostracio del lema 4.4.23 tenim que |£— z\ > dist(7*, Zq) := a =>- |£— z\ b > cd 
i doncs, 


(**) < SUp+) 


MCI sup 7 .(y>) 


a4+ 1 a n+ 1 a n+ 2 


MCI 


< 


sup 7 *0) 


a 


n+2 


L( 7 ) = K G 


on L( 7 ) es la longitud de la corba 7 . 
Aixi retornant al que ja tenicm, 

+0 


n 


[z - Z Q ) E / 

J =0 J -r 


(C - O i+1 (C - z 0 ) n+l ~ j 


d( 


<\z- Zq\ J2 
3=0 


^Av) Lh) 


a 


n+2 


= M -- + X! K = M - + + + 1 )K 

3=0 

i com que | z — Zo\(n + 1 )K -)■ 0 si * G Zo, aixo ens dona que F n es continua a Zo (i 
1’argument val per a tot z 0 G C\ 7 *) i per a tot n G N. 


Fixat n G N i Zq G fi arbitrari, considerem el quocient 


F n (z) - F n (z 0 ) 


2 - A) 


+ +0 

jr 0 (c - + +1 (c - + n+1 - j ' 




tenim que la funcio de £, ^-_ 7 p+q<E 0 ) T1+1 ~ : ' es uniformement continua, i per tant quan 
prenguem limit podern permutar-lo amb la integral. Per tant, tenim que 


Fn(z) — F n (z 0 ) = " -+0- 

Z ~ Zo fy (C - 0 J+1 (C - Zo) n+1 ~ j 


jd( 


= Y / lim 


+0 


n 


= E 


^0 (£ _ z)i+i(£ - zo) n+l ~\ 

<p(C) 


d( 


(C-^oM +1 (C-K n+w 
n ' +0 


d( 


(C+K C 

n 

= Y Fn+i(z 0 ) = (n + l)F n+ i(a 0 ) 

j=0 
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i per tant tenim que 

F' n (zo) = lim ElAll Fn ^°) = + 1 )F n+1 (z 0 ) 

2^20 z - z 0 

la qual cosa demostra que F n es derivable per a tot zq G C\q* amb derivada (n + 


Per tant, tenim que F n G %(C\ 7 *) i F" n — (n + l)F n+ i 


□ 


Observacio 4.4.26. Si 7 es 1111 carni tancat de Jordan, el resultat anterior tambe es 
valid. 

Corol-lari 4.4.27. Si f G 'H(fi) aleshores f G "H(ff) per a tot n E N i a mes 

f n \z) 1 f /(C) 


n\ 2ni JdD r (z 0 ) (C — z) n+1 


d( 


Demostracio. Nomes cal tenir en compte l’observacio anterior 4.4.26 i aplicar la pro- 
posicio 4.4.25 posant ip = f \ afegir un factor constant ^A. Per tant ^pFo^z) = f(z), 
f(z ) = fc r (z 0 ) {m;d( per la formula de Cauchy. Ara podem provar el resultat per 
induccio sobre n. 

• Per n — 0 tenim clarament que F 0 (z) = ^A / 7 AA<JC — f( z ), i doncs ( F 0 )'(z ) = 


f(z) = (0 + 1 ) 2 Vi F ^z) = 2 hfz (c-lji+i d C i doncs 

/'(*) 1 f /(C) 


rdC 


1! 27TZ JdD r {z 0 ) (C — z) 2 
Suposem que el resultat es cert fins a n - 1, es a dir, que 

r- 1} w 1 /• /(O 


(n — 1)! 27rf JdD r (z 0 ) (C — z) r 


dC = Fn(*) 


De la proposicio 4.4.25 tenim que F' n = (n+l)F n+1 , i doncs si derivem formalment 
l’expressio anterior tenim que 

fu) = 

nK ’ (n — 1 )! 


K(z) = (n + l)F n+1 = (n + 1)-^T f 

Am Jd 


/(C) 


i per tant, 

f n \z) 


-A£A = ( n+ i)_L f 

— 1)! ' 27rf Jdi 


/(C) 


(n — 1)! 27ri JdD r (zo) (C - z) n+1 

com voliem demostrar. 


dC 


9D r (zo) (C - z) n+1 


dC 


rHz± = ±_ r /(o 

n\ 2m JdD r (zo) (C — z) n+1 


dC 
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□ 

Per tant una funcio holomorfa es automaticament infinitament derivable i amb totes 
les derivades holomorfes en el mateix domini. 


Resumim els resultats importants que acabem d’obtenir: 


Recordem que si tenirn 12 C C obert, / : 12 —> C holomorfa, z 0 G 12, r < dist(z 0 ,12 c ) 
i considerem la parametritzacio del disc D t (zq ) C 12, C r (zo ) 36 
que per a tot z G D r (z 0 ) es compleix la igualtat 


definida a 4.4.20 


tenim 


/(*) = — 


/(C) 


27 ri Jc r {zo) ( — Z 


d( 


Sota aquestes condicions, hem provat al corol-lari 4.4.27 que f n > G 77(12) per a tot 
n G N i que si z G D r (z 0 ) aleshores 



n\ 


/(C) 


2m Jc r (z 0 ) (C - z) n+1 


dC 


Observem que les derivades s’obtenen de l’expressio integral que hem vist i recordat fa 
un moment per a f(z) derivant formalment sota el signe integral. Nomes cal comprovar 
facilmcnt que 


d ( (w- 1)! \ 
dz V(C - z) n ) 


(C - z) 


n +1 ’ 


Vn > 1 


Anem ara a veure un resultat util per fer Stations en les derivades d’una funcio holo¬ 
morfa, una de les desigualtats de Cauchy. 


Corol-lari 4.4.28 (Estimacio de els derivades). 

Sigui 12 C C obert i f G 77(12). Donat zq G 12 sigui r <dist(zo, Q c ) i M r = sup{|/(C)| : 
c G C*(z 0 )} = sup{|/(C) : C = Zq + re lt } aleshores 


l/ n) (*i)l < 


M r n\ 


si z G D r (zo ) C 12. 

Demostracio. Sota les condicions de l’enunciat hem vist que tenim que 

/(C) 




{z 0 ) (C - z) n+1 


d( 


36 


Com ja hem vist al teorema 


4.4.19 


aixo valdria per qualsevol cam! 7 inclos al disc. 
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Prenent valors absoluts, considerant ( = zq + re lt i que \d(\ — \rie lt dt\ = rdt. 


l/ n, (*-o)l = 


Til 


/(C) 


27 ri 

II t 

n\ I 

^27T 

2n ./i 

3 

n\ j 

r2n 

2tt J{ 

3 

n\ M r 


IcAzo) (c - Z 0 ) n+1 

I I 


d( 


ni 

< — 


1/(01 


■MCI 


2n Jc r (zo) |C — A n+l 

r2n \f( z o + re lt )\ 
io 

i lt )\ , n\ [ 2tc M r , n\ M r r‘ 2n . 
——dt < — —dt = -/ 1 dt 


771 /*2 

\rie lt dt\ — — 

2 ll JO 


■rdt 


27r r r 


M r n\ 


2n Jo r T 


2n r r 


i doncs, 


ir'(*o)i < 


M r n\ 


i aixo val per a tot r < dist(z 0 ,fi c ). 

Observacio 4.4.29. En el corol-lari anterior, tarnbe es valid, de fet 


l/%o)l < 

amb una constant M > 0 


max{M r | 0 < r < dist(z 0 , f2 c )}n! Mn\ 

dist(^ 0 ,^ c ) dist(^ 0 ,^ c ) 


□ 


Teorema 4.4.30 (Teorema de Liouville). 

Si f G 77(C), i per tant f es una funcio sencera, i existeix M > 0 (M G M~0 tal que 
\f{z)\ < M per a tot z G C aleshores f es una funcio constant a C. 

Demostracio. Sabem que per a tot n G N i r > 0 tenim \f n \z)\ < Considerem 

M = max{M r } i n = 1, aleshores 

|/'(01 < —, Vr > 0 
r 

i com que r pot ser arbitrariament gran, obtenim que |/ / (^r) | = 0 i per tant f'(z ) = 0. 
Ara tindrem que 


0 = 0 + 0 * = /(0 


df(z) 

dz 


1/000 

2 \ dx 




Md 

dx 

df(z) 

dy 


0 

0 


i per tant tenim que ' Vf(x,y ) = 0, amb / pensada com a funcio de les variables x i y, 
qne ja sabem de funcions de variable real qne aixo implica qne / es constant. □ 


Com a conseqiiencia del teorema de Lionville podem obtenir directament una demos¬ 
tracio del famos Teorema fonamental de PAlgebra. 
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Teorema 4.4.31 (Teorema fonamental de h Algebra). Sigui p(z ) = ao + a\z + • • • a n z n , 
a n 7 ^ 0 , un polinomi de grau n > 0 (i per tant no constant) en la variable complexa z 
Aleshores existeix zq G C tal que p(zo) = 0. 


37 


Demostracio. Suposem que tinguessim p(zo) ^ 0 per a tot zq G C aleshores tindriem 
que la funcio yAy £s sencera (holomorfa a tot C). Veurem ara que la funcio esta 
acotada a C i aplicarem el teorema anterior. 


Tenim que 

\p(z)\ = |a 0 + a\Z 


a n z n | = |a 0 + ai(re^) + • • • a n (re lf> ) 


A6\n\ 


= ire 


AnO | 


a n + 


Q"n— 1 ^ 


-iO 


+ 


d\e 




AnO 


= r 


«n + 


Q"n— lA 


r 

-iO 


n— 1 


+ ■■■ 


a\e 


r 


+ CLq- 


/ 

,-.277,0 \ 


r 


nU~ 1 


+ Oo" 


y* /1 


:= r n |a n + A| 


Ara tenim que existeix ro > 0 prou avangat de manera que si r > ro tindrem que 
| S | > ^ de manera que si continuem amb les desigualtats anteriors utilitzant tarnbe 
que \A — B\ > |A| — \B\ (amb A = a n , B = A) tindrem 


(*)>r n (|a n |-A)>r"(|a n |-^)=r 


n \ a n\ 


i doncs, prenent inversos, 


p(z) 


aixi tenim que 


\p(z) | 


< 


r n < 


p(z) 


• — = C g 


< C, C > 0 i aplicant el teorema 


4.4.30 


1 , si r > r 0 . 

a la funcio G 71(C), 
in que p(z) es constant a 


obtenim que y^y es constant a C. Consequentment aixo ens c 
C i aixo contradiu el fet que p(z) sigui un polinomi de grau mes gran que 0 i per tant 
no constant. 


Aquesta contradiccio porta a que necessariament existeix z Q G C tal que p(z 0 ) = 0, com 
voliem demostrar. □ 


Ara a arribat el moment de demostrar un fet elemental i molt important. Fins ara 
sabiem [^] que tota funcio / : 12 —» C analitica complexa a 12 (i.e. / G £“(12)) es 
holomorfa a 12 (i.e. / G 71(12)). Amb el segiient teorema veurem que, de fet, tota funcio 
holomorfa es tambe analitica complexa, amb la qual cosa tindrem que analiticitat es 
equivalent a holomorfia. Abans pero enunciarem un lema previ. 


37 E1 polinomi p ha de s er de la forma p(z) = z 2 + z + 1 i no com ”p(z) = z 2 + zz + z 2 ” 
38 Veure teorema 


3.4.16 
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Lema 4.4.32. Sigui f : D R (zo) —> C. Si existeix una serie de potencies J2™=o a n(z — 
z 0 ) n , convergent en el disc Dr(zq), de manera que 

OO 

f(z) = J2 a n( z - z oT, \z~Z 0 \<R 

n=0 

aleshores aquesta serie es la unica que satisfa aquesta propietat. De fet, f es indefini- 
dament holomorfa al disc D R (z 0 ) i se satisfa que 

an = fpM ne{012 ,...} 

77 , 


Teorema 4.4.33 (Holomorfia =>■ analiticitat). 

Sigui D C C obert i f G 'H{D), aleshores si zq G Q i d — dist(zo,Q c ) tindrem que 
existeix una successio (a n ) n£ N C C de manera que 


f(z) = a n( z - z o) n i si z e D d (z 0 ). 

n =0 

de fet, d es el radi de convegencia R de la serie anterior. 
Demostracio. Si r < d tenim que Vz G D r (zo ) la formula 


/w = A 


/(C) 


2ni Jcr(zo) C — z 


d( 


es valida. 


En primer Hoc observem que fent una simple manipulacio algebraica podem escriure 

1 1 1 1/(C - Zp) 

c~ z (-z 0 -(z- z o) (C-^o)(i-fEf) 1-^ 


com que ( G C r (z 0 ) =>■ |C — Zq\ = r i aixi 


z—z o |z - Zp\ _ \z - z 0 

C - A) “1C - z 0 1 r 


ja que \z — Zq\ < r pel fet que z G D r (zo) 


si definim a/(C) — tenim que |u/(C)| < 1 per a tot ( G dD r (z 0 ),z G D r (z 0 ). Per 
tant podem desenvolupar la funcio en serie obtenint 


1 _ 1 1 
C — z C - 2 0 1 - U--(C) 


1 


C - A) 


OO 


E w (0 

n =0 


1 ™( z-Zq 

C - z o bo U - z 0 


n 


Observem ara que u/(C) es continua, per a tot ( G d D r (z 0 ). Definim f n (() = co(() n i 
veurem, aplicant cl Criteri M de Weierstrass, que la serie ff n fn( C) convergeix unifor- 
mement a dD r (zo) i aixo ho tenim per a tot z G D t {zq). Si posem p := \z — Zq | < r 
tenim que 


l/n(C)l = MO 


( 3 )" 


n i 

Z~ Zp \z ~ Zp 

C~Z 0 ~ r n 



M n 
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i tenim que 


OO 


E M n 

n =0 



< OO 


ja que es una serie geometrica de rao p/r < 1. I doncs estem en lcs condicions del 
Criteri M de Weierstrass, obtenint doncs la convergencia uniforme de la serie. 


Per tant, aixo ens permet commutar la surna infinita amb una integral. Recapitulant, 
tindrem 

fW 


/W = rb/ = /(C) (V — E (7 — 

2lTl JCr(zo) ( - z 2mJc r {zo) \(~ZOr^o\(- 

f /(C) \ 


z- Zo 

z o. 


-I OO 

Z,n b n=0 


IcAzo) (C - z 0 ) n+1 / 


raonant a partir de la unicitat donada pel lema 4.4.32 o be mes facilment pel resultat 
obtingut al corol-lari 4.4.27 obtenim que 

f n \ z 0 ) 1 r /(C) 


n\ 2ni Jc r (z 0 ) (C - z 0 ) n+1 

i a mes aquesta expressio no depen de r, de manera que si definim 

f n) (z 0 ) 


CLr). 


n\ 


coeficient que no depen de IV escoillit al principi de la demostracio, tenim que es 
compleix 

OO 

f(z) = a ^( z ~ z o) n , e D r (z 0 ) 

n =0 

aquest desenvolupament sera valid sempre que IV triat sigui r < dist(2 0 ,f2 c ) = d, de 
manera que el que acabarem tenint es 


f(z) = a n(z - Z 0 ) n , Vz G D d (z 0 ) 

n =0 

validesa del desenvolupament a tot el disc D d (zo). 


( 12 ) 


Per provar que d = R (es el radi de convergencia de la serie de potencies [12]) i per tant 
el desenvolupament es valid a D d (zo) tenim: 

• D’entrada es clar (ho acabem de veure) que per a tot r < d la serie de potencies 
anterior es convergent a tot cl disc D t {zq) C Per tant, el radi de convergencia 
R satisfa que r < R. Aixo val per a tot r < d de manera que obtenim que d < R. 

• D’altra banda si r > d tenim que D r (Q) <f_ (el disc ja no esta tot dins de h2), de 
manera que el disc conte punts que no estan dins del domini d’holomorfia de / i 
per tant, tot el que hem demostrat, deixa de ser valid. Si suposem que ja era el 
domini d’holomorfia de / (regio maximal on / es holomorfa), aleshores obtenim 
que per r > d el desenvolupament en serie de potencies que hem trobat ja no es 
valid. Amb aixo obtenim que R < dist(z 0 , f2 c ) = d. 
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Per tant, com que d < R < d, tenim que d = R, i d = dist(zo, hE) es el radi de conver¬ 
gence. 


Com voliem demostrar. □ 

Amb aquest resultat i el que hem apres fins ara obtenim: 

Teorema 4.4.34. Sigui PI C C obert i f : PI —> C. Aleshores, 

fenin) ^ feC u (Q) 

Per tant, dir que una funcio es holomorfa es el mateix que dir que sigui analitica i 
viceversa. 


Demostracio. 


Es consequencia del teorema 4.4.33 anterior. 
Es consequencia del teorema 3.4.16 


□ 


Una consequencia del teorema 4.4.34 es que el principi de prolongacio analitica (veure 
teorema 3.0.22) es valid per a funcions holomorfes. Per recordar-lo, i ja que l’utilitzarem 
en el seguent resultat que estudiarem, el tornem a enunciar ara en la versio ’’holomorfa”. 


Teorema 4.4.35 (Principi de prolongacio analitica). 

Si f G 'H(fl) , obert i suposem que z 0 G es tal que /^(^o) = 0 per a tot n G NU{0}. 
Aleshores f es identicament 0 (i.e f = 0) a la component connexa de que conte z 0 . 


En particular, si hi es connex, obtenim que f = 0 a tot Pi. 

Definicio 4.4.36. Sigui f : PI —> C, PI C C. Definim el conjunt Z(f ) dels zeros de f 
per 

Z(f ) = {zGfl | f(z) = 0} 

Recordem el que era un espai topologic discret. 

Definicio 4.4.37. Sigui X un espai topologic. Diem que X te la topologia discreta si 
per a tot subconjunt A <Z X es te que A es obert. 

Lema 4.4.38. Sigui X un espai topologic. Son equivalents, 

i) X te la topologia discreta. 

ii) Per a tot x G X es te que {x} C X es un obert de X. 


87 








Analisi complexa 


Universitat Autonoma de Barcelona 


Proposicio 4.4.39. Sigui f G 1-L(VL), D connex i suposem que f ^ 0 a Q (i.e. existeix 
zq G F2 tal que f(zo) ^ 0). Aleshores 2(f) es un conjunt discret 39 amb possibles punts 
d’acumulacio a la frontera dfl. 

Demostracio. Donat Zo G 2(f) arbitrari trobarem un disc obert i centrat en zq, D(zq) C 
F2 de manera que D(zq) D 2 (f) = {z 0 } i aixi tindrem que {zo} es obert de 2 (f) amb 
la topologia de subespai. Consequentment, tindrem que tot punt de 2(f) es un obert, 


i aplicant el lema 4.4.38 tindrem que 2(f) es un espai discret. 


Sigui doncs Zo G Z(VL). Com que per hipotesi tenim que / ^ 0, aplicant el Principi 


de prolongacio analitica (el contrareciproc del teorema 4.4.35) tenim que ha d’existir 
n 0 GN tal que f n °\z 0 ) 0 i per tant considerant el desenvolupament de / en serie de 

potencies en un entorn de z 0 tenim que 


f(z) = a ™( z ~ z oT = J2 a ™( z ~ z oT 

n>riQ 


n =0 


= (z- Z 0 ) n ° J2 a n( z - Z o) 


n—TLQ 


\n=no 


= {z- z 0 ) no g(z) 


on g(z) = S^= no a n( z — Zo) n ~ n ° es analitica (ja que es una serie de potencies) i compleix 
que g(z) ^ 0 en un entorn de zq (ja que g(z<f) = a no ^ 0 per hipotesi, i per continuitat 
de g obtenim que g(z) ^ 0 en un entorn de zo). Per tant existeix certament un entorn 
obert (que podem suposar un disc) D(zq) amb radi prou petit per tal D(zf) C !! i on 
g(z) no s’anul-li. 


Amb aixo obtenim que si z G D(zo), f(z) = 0 4=^ (z — Zo) n °g(z) = 0 4=^ (z — Zo) n ° = 
0 z = zo i per tant Funic zero de / en el disc D(z 0 ) es el punt zo amb multiplicitat 
n 0 . 


Com que aixo ho podem fer per a tot punt z 0 G 2(f), pel que ja hem raonat al principi 
obtenim que 2 (f) es (espai) discret. □ 


Seguim ara veient mes resultats utils relacionants amb l’index d’una corba tancada i els 
teoremes de cauchy. El primer de tots, el Teorema de Morera, que es com el reciproc 


del Teorema local de Cauchy 4.4.12 


39 Discret en el sentit que per a tota parella z\,z?. € 2(f) podem trobar entorns oberts que els separin 
i tals que cadascun d’ells no contingui cap altre element de 2(f). Mes concretament, que 2(f) es un 
espai discret. 
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Teorema 4.4.40 (Teorema de Morera). Sigui f G C(D) amb D C C un disc obert. Su- 
posem que per a tot 7 cami tancat amb imatge continguda a D es tingui que f f(z)dz = 
0. Aleshores f G H(D). 


Demostracio. Les hipotesis, continuitat de / a D i la integral de / nul-la a traves de 
tot cam! tancat ens dona, pel corol-lari 4.3.6[ que / te una primitiva holomorfa F. Per 
tant, existeix F G 'H(D) tal que F' = f. Ara aplicant el corol-lari 4.4.27 obtenim que 
totes les derivades de F, i en particular /, son holomorfes aD. I doncs / G 'H(D). □ 

Proposicio 4.4.41 (Propietat de la mitjana). Si f G 7/(12), 12 C C obert, i D C 12 
amb D = D t (zq) un disc de centre zq G 12 i radi r > 0. Aleshores 


fiz ” ] = J 


r 2ir 


f (zq + re )dd 


Demostracio. Recordem que en el cas de tenir una parametritzacio d’una cricumfcrencia 
de radi r i centre Zq, com vam veure a l’equacio 11 de l’observacio 4.4.21| es, prenent 
z = Zq, i recordant que la parametritzacio del cercle donava ( = Zo + re 10 i d( = rie t6 d0\ 


f{zo) = 2 Ti 

1 

2 ni 


[ P^-dC, = — 

lc r (z 0 ) C - A) 27 n 

ff(zo + re 1e ) 


r 2 TC 


f(zo + re 


ie\ 


jo 


Jo (zq + re ie - z 0 ) 


[me 


d9) 


r 2n 


re 


id 


-rie l0 dd = — f(z 0 + re l0 )dd 
27 r Jo 


I aixo es el que volicm veure. 


□ 


Observacio 4.4.42. El que ens diu la proposicio anterior es que podem coneixer el 
valor d’una funcio holomorfa en un punt, coneixent nornes els valors d’aquesta en una 
circumferencia centrada en aquest punt donat. 

Observacio 4.4.43 (Comentari avangat). Les funcions harmoniques que son de la 
forma JSt(f) o 7s?(/) per alguna funcio / holomorfa, compleixen la propietat de la mitjana. 
De fet, mes en general, tenim que totes les funcions harmoniques, en un entorn de cada 
punt del seu domini, es poden escriure com JSt(f) 6 7s(/) per a certa funcio holomorfa 
/. Per tant tota funcio harmonica compleix localmcnt la propietat de la mitjana. 

Teorema 4.4.44 (Principi del maxim). Sigui f G 7/(12) a?nb 12 obert, connex i no 
buit. Suposem que existis z 0 G 12 tal que |/(z 0 )| > |/(^)| P er a tot z G 12. Aleshores 
necessariament f es una funcio constant a 12. 

De fet, nomes cal que tinguem |/(^o)| > \f( z )\ P er a tot z E D on D es un disc obert 
amb centre Zq contingut a 12. 

Demostracio. Suposem que zo G 12 es tal que |/(^o)| > \f(z)\ per a tot z G D r (zo), 
aleshores tenim dos casos: 


1) Si f(zo) aleshores tenim que 0 < \f(z)\ < 0 i doncs f(z) = 0 al disc de centre z 0 i 
radi r > 0. Per tant, en aquest disc tenim que totes les derivades de / compleixen 
f n \ z o) = 0 (son derivades de la funcio identicament 0 en aquest disc) i doncs 
aplicant el principi de prolongacio analitica, i tenint en compte que 12 es connex, 
obtenim que / = 0 a tot 12. En particular / es constant a 12. 
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2) Suposem ara que f(zo) = «^0. Podem suposar sense perdua de generalitat que 
a G IBp°1 Per tant per la propietat de la mitjana tenim 

1 /*2 7T 1 r27T 

a = f(zo ) = — / /(-o + re l V6> => 0 = a - — / /(z 0 + re l0 )dd 

Ztt Jo Ztc Jo 

i doncs 


r 2i r 


0 = a — 


27T jo 


/(* o + re*)d0 


=0 ja que q6 

_✓S-_ 


= a — 


2vr 


r 2n 


3? 


f(z 0 + re 10 ) 


r2tr 


dd + * 


9 


f(z 0 + re l °) 


d6 


1 p27r 1 r2n 1 r2n 

= a ~n~ ^U)i z o + re %e )d9 = — / ad# - — / dt(f)(zo + re l6 )dd 

Ztt Jo Ztt Jo Ztt Jo 

1 /*27r / \ 

= Jn Jo (“ ~~ *(/)(^ + re * 0 )) d0 = 0 


Ara podem comprovar que (a — 3 %{f)(z 0 + re 16 )) es una funcio real positiva ja 
que a — 3f 1(f) (zq + re ld ) > a — \f(z 0 + re l0 )\ < 0, i que una funcio real positiva 
integri 0 en un conjunt de mesura diferent de 0 (en aquest cas en un interval de 
longitud 27r que es tradueix, via el canvi f = Zo + re 10 , a integrar sobre la cir- 
cumfcrencia de centre Zo i radi r) implica que la funcio es la funcio identicament 
zero. Per tant a — 3?(/)(z 0 + re 10 ) = 0 a la circumfcrencia C r (z 0 )*. Ara be, com 
que el raonament val per a tot r > 0 prou petit (mes petit que el radi de la 
circumferencia inicial) obtenim que a — dt(f)(zo + re 10 ) = 0 a tot el disc D r (zo). 
Per tant 3?(/) es constant (amb valor a) a tot el disc. 


Amb aixo, com hem raonat al cas 1) per a la funcio / aplicant cl principi de pro- 
longacio analitica, podem aplicar aquest mateix raonament a la funcio holomorfa 
3£(/) per concloure 3?(/) es constant a tot el domini fl 


Per acabar ens falta veure que la part imaginaria de / tambe es constant a tot 
fh Nornes cal considerar que A(/) = —3£(*/) i que si \f(zo)\ > \f(z)\ per a tot 
z G D r (zo) aleshores tambe tenim que \if(z 0 )\ > \if(z)\ per a tot 0 G D r (z 0 ). 
Multiplicant per —i adientment i repetint l’argument per a la funcio —if arribem 
a que — 3ft(i/) es constant al disc, i per tant $s(f) es constant al disc. Llavors cl 
principi de prolongacio analitica novament ens dona que $s(f) es constant a tot 
cl domini O. 


Per tant, 

/ = 3(?(/) + = constant, a 

Com voliem demostrar. 

4Q Si no, podem posar a = |o;|e*A <p € R. i multiplicant per podem fer a real (i tot el raonament 
que farem en la prova seguira essent valid). 
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□ 


Observacio 4.4.45. El principi del maxim 4.4.44 ens diu que cl modul d’una funcio 


holomorfa no constant, no pot tenir un maxim local. 

Exercici 4.4.46. Per a Zq e C amb |z 0 | < 1 considerem la familia de funcions 

/ X Z-Zo 

<PM = z -—■ 

1 - z 0 z 

Demostreu que, 

i) Que <p Zo es bijectiva amb inversa holomorfa. 

ii) (p Zo (O) C D. 

iii) </9 20 (T) C T. 

Indicacions: 

• Comproven que si \zo\ < 1 aleshores ip ZQ G %{ D) fl C(D). 

• Per azST escribiu z = e l9 i demostreu que 


‘PzoC 




= 1 


Apliqueu llavors el principi del maxim per concloure que \(f ZQ (z)\ < 1 a tot el disc 


Trobar explicitament (p,, (| i fer raonaments del mateix tipus. 
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5 Annex 1: Ampliacio dels conceptes de continui- 
tat, derivabilitat i holomorfia. Exemples. Apunts 
de la Escuela Tecnica Superior de Ingenieros Na- 
vales de Madrid. 

Apunts: Antiguo Departamento de Ciencias Aplicadas a la Ingenierla Naval. Escuela 
Tecnica Superior de Ingenieros Navales. 
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Capitulo 2 

Derivabilidad de funciones 
complejas 


Objetivos 

■ Distinguir los conceptos de diferenciabilidad en el piano real y de deriva¬ 
bilidad en los complejos. 

■ Estudiar la derivabilidad de las funciones elementales. 


2.1. Sucesiones 

Una sucesion compleja es una coleccion infinita ordenada de numeros com¬ 
plejos, {z n }~ = i, z n £ C. 

Dado que podemos escindir los terminos de la sucesion en parte real y parte 
imaginaria, z n = x n + iy n = ( x n ,y n ), podemos considerar la sucesion compleja 
como una sucesion en el piano real y aprovechar todos los conceptos heredados 
del mismo. 

La convergencia de una sucesion se define del mismo modo que en cualquier 
otro espacio metrico, teniendo en cuenta que la distancia entre dos numeros 
complejos, z, w, es | z — w\. 

Decimos que una sucesion compleja {z n converge al valor limite l £ C 
si 


Ve > 0 , 3no(e) £ N , tal que si n > no(e) , entonces \z n — /| < e . (2.1) 

Esta definition refleja que a rnedida que avanza el ordinal de la sucesion, n, 
los elementos z n estan comprendidos en bolas de radio cada vez mas pequeno 
con centro en el limite l. 

El concepto de convergencia de una sucesion se corresponde con la conver¬ 
gencia simultanea de la parte real y de la parte imaginaria de la sucesion, del 
mismo modo que una sucesion en JR 2 converge si convergen las sucesiones reales 
dadas por sus dos componentes: 

Proposition 2.1.1 Una sucesion compleja {ZnjjjL-f converge a un valor l = 
a + ib £ C si y solo si {i„}“ =1 converge a a y {y n }^_ 1 converge a b. 
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Como |3f(z)| < \z\, tenemos que si la sucesion compleja converge, la sucesion 
dada por la parte real converge al valor a, 

\x n - a\ = |SK(z n - 01 < \z n - l\ < e , 

para n > n 0 (e)- Y lo misrno para la parte imaginaria. 

A la inversa, si las partes real e imaginaria de la sucesion convergen a a y 6, 
respectivamente, 

Ve > 0 , 3n' 0 (e) £ N , tal que si n > n' 0 (e) , entonces \x n — a| < e , 

Ve > 0 , 3rio(e) £ N , tal que si n > n'^e) , entonces \y n — b\ < e , 
tomamos como no(e) el mayor de n' 0 {e/\/2), ^{e/y/2). Para n > no(e), 

\z n - l\ 2 = \x n - a\ 2 + \y n - b\ 2 < ly + y = e 2 , 
y, por tanto, la sucesion converge a l. □ 

Ejemplo 2.1.1 Convergencia de la sucesion z n = (n + i)/(i — n ) 

u n + i n 2 - i . 2n 

inn 0 n = lim -- = iim — -- +1 inn — -- = 1 . 

n —>00 n —>00 % — n n —»oo Tl z + 1 n—too n z A 1 

Asi pues, el concepto de convergencia de sucesiones complejas no aporta 
ninguna novedad respecto al caso real. De lrecho, se mantienen todas las propie- 
dades elementales de los limites de sucesiones reales. Si {z n }^L x , {w„}“ j son 
dos sucesiones complejas convergentes a sus respectivos limites, l, m, y A es un 
niimero complejo, 

lim (z n + w n ) = l + m , lim z n w n = Im , lim (A z n ) = XI . (2.2) 

n—>• oo n—>oo n—> oo 

2.2. Funciones complejas 

Para clefinir los subconjuntos abiertos y cerrados de C, hacemos uso de la 
identificacion con M 2 . Un subconjunto U de C es abierto si para todo x £ U 
existe una bola centrada en x de radio r > 0 adecuado que este contenida en U. 

Una funcion de variable compleja es una aplicacion / que asocia a cada 
numero de un subconjunto U C C un unico valor complejo f(z), 

/:£/->• C 

« f{*) 

Usando la identificacion z = x + iy = (x,y), podemos ver las funciones 
complejas como funciones de dos variables reales, con dos componentes, 

f(z) = f(x + iy) = u(x, y ) + iv(x, y) = ( u(x , y), v(x, y)) = f(x, y) , 

denotando por u, v, las partes real e imaginaria de la funcion /. Denotaremos de 
la misma manera la funcion / vista como funcion de variable compleja o como 
funcion de dos variables reales, a pesar de que conceptualmente son dos objetos 
matematicos distintos. 

El paso de una forma a otra es sencillo. Para obtener f(x, y) a partir de f(z) 
solo tenemos que descomponer z = x + iy en la expresion y aislar los terminos 
dependientes de la unidad imaginaria. 
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Ejemplo 2.2.1 Expresar f(z) = z 2 como funcion de dos variables reales. 


f(z) = z 2 = (x + iy) 2 = (x 2 - y 2 ) + i2xy => u{x, y) = x 2 - y 2 , v(x, y) = 2 xy , 

f(x,y) = {x 2 - y 2 ,2xy ) . 

A la inversa, tambien es facil pasar de la forma real a la forma compleja, sin 
mas que tener en cuenta que x = (z + z)/2 , y = (z — z)/2i. 

Ejemplo 2.2.2 Expresar f(x,y) = ( x/(x 2 + y 2 ), —y/(x 2 + y 2 )) como funcion 
de variable compleja. 


,, , x y z + z z ~ z 1 

./ ( °) 2 i 2 ^ 2 i 2 ~O ~ o ' 

+ y z x z + y z 2zz 2zz z 

2.3. Continuidad de funciones complejas 

A1 igual que para sucesiones, podemos definir el concepto de llmite de una 
funcion en un punto. 

Sea / una funcion de variable compleja definida en un subconjunto U. Si a 
es un punto de acumulacion de U, decimos que l £ C es el limite de la funcion 
/ en a, lfm f(z) = l, si 

z—±a 

Ve > 0 , 35(e) > 0 tal que si 0 < \z — a\ < S(s) , entonces \f(z) — l\ < e . (2.3) 

Esta definition expresa simplemente que la irnagen de valores proximos a a 
esta proxima a l. 

A1 igual que sucedia para el limite de sucesiones, la existencia de limite 
de funciones esta relacionada con la existencia de limite de las partes real e 
imaginaria de la funcion: 

Proposition 2.3.1 Sea f : U —> C una funcion de variable compleja. Sea a 
un punto de acumidacion de U. El limite de la funcion f = u + iv en a es 
l = b + ic £ C si y solo si, las funciones u, v tienen por limite en a a b, c, 
respectivamente. 

La demostracion es analoga a la empleada para sucesiones. 

Como la distancia en el piano real es la misrna que en los complejos, 

\z - H 2 = (x- u) 2 + ( y-w) 2 = || (x,y) - (y,w)|| 2 , (2.4) 

la condition de existencia de limite de una funcion compleja es la misma que 
para su equivalente funcion de variable real, asi que esta definition no aporta 
novedades. Por ejemplo, la caracterizacion de la existencia de limite por medio 
de la convergencia de sucesiones es valida tambien en el dominio complejo: 

Proposition 2.3.2 Sea f : U —> C una funcion de variable compleja. Sea a 
un punto de acumulacion de U. El limite de la funcion f en a es l £ C si y 
solo si, para toda sucesion {z n }'ffL 1 convergente a a, contenida en U, la sucesion 
{f{Zn)}%L i converge a l. 
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En estas condiciones, el concepto de continuidad tampoco trae consigo ningu- 
na novedad al introducir las funciones de variable compleja, ya que es equivalente 
al mismo concepto para funciones en el piano real: 

Una funcion / : U —> C es continua en un punto a £ U si 

Vs > 0 , 3<5(e) > 0 tal que si \z — a\ < <5(e) , entonces | f(z) — /(a)| < e . (2.5) 

Comparando con las clefinicion de limite, observanros que la condicion de 
continuidad de / en a solo expresa que li'm f(z) = /(a). Es decir, la inragen de 

z—>a 

valores proxinros a a esta proxima a /(a). 

La continuidad de una funcion esta relacionada con la continuidad de sus 
partes real e imaginaria: 

Proposicion 2.3.3 Sea f : U —> C una funcion de variable compleja. Sea a un 
punto de U. La funcion f = u + iv es continua en a si y solo si, las funciones 
■u, v son continuas en a. 

La condicion de continuidad se puede asimismo caracterizar por medio de 
sucesiones: 

Proposicion 2.3.4 Sea f : U —> C una funcion de variable compleja. La fun¬ 
cion f es continua en a £ U si y solo si, para toda sucesion { z n convergente 
a a, contenida en U, la sucesion {f(zn)}^—i converge a f(a). 

Las propiedades de la continuidad y de los limites de funciones reales se 
trasladan automaticamente al donrinio complejo: 

Proposicion 2.3.5 Sean f, g funciones continuas en un punto a. Sea A € C. 
Las funciones A f, f + g y fg son continuas en a. La funcion f /g es continua 
en a si g(a) ^ 0. 

Proposicion 2.3.6 Sea f una funcion continua en un punto a. Sea g una fun¬ 
cion continua en el punto f(a). La funcion h = g o / es continua en a. 

Decimos que una funcion es continua en U si es continua en todos los puntos 
de U. Llamamos dominio de continuidad de la funcion / al subconjunto de 
puntos donde es continua dicha funcion. 

Ejemplo 2.3.1 La funcion constante, f(z) = k £ C es continua en todo el 
dominio complejo. 

Claramente, sin mas que tornar cualquier valor S(e), para cualquier a £ C, 
\z-a\< 6(e) => | f(z) - /(a)| = 0 < £ . 

Ejemplo 2.3.2 La funcion identidad, f(z) = z es continua en todo el dominio 
complejo. 

Tomando 6(e) = e, para cualquier a £ C, 

\z-a\<e=> | f(z) - f(a )| = \z - a\ < e . 


4 



Ejemplo 2.3.3 Los polinomios complejos son funciones continuas en todo el 
dominio complejo. Las funciones racionales son funciones continuas salvo en 
los ceros del denominador. 

Los monomios de la forma f(z) = az n son funciones continuas por ser pro- 
ducto de funciones continuas, la funcion identidad y la funcion constante. Por 
ello, los polinomios son funciones continuas, por ser sunra de funciones continuas. 

Las funciones racionales son cocientes de polinomios, funciones continuas, 
por lo que son funciones continuas, salvo en los ceros del denominador. 

Ejemplo 2.3.4 La funcion argumento en cualquier determinacion es disconti- 
nua en el corte de la determinacion. 

Consicleremos por ejemplo la determinacion 2tt. La funcion (arg^ asigna a 
cada numero complejo un argumento fan G [0, 2tt). El corte de la determinacion, 
C 2 n , es la semirrecta real positiva. Verenros que el argumento no es continuo en 
los reales positivos. 

Para ello, tonrenros una sucesion de numeros complejos, {z n }^Li, del primer 
cuadrante que converja a un valor real a > 0. Como todos los z n estan en 
el primer cuadrante, tienen argumento comprendido en (0,7 t/2 ), con lo que la 
sucesion {a,rg(z n ) 2 n}'jfLi converge al argumento cero, que coincide con (arg 0)277 ■ 

Pero si tomamos otra sucesion, {z^}™^, del cuarto cuadrante que converja 
al mismo valor a > 0, por estar los argumentos de este cuadrante comprendidos 
en (37 t/2,27t), el limite la sucesion {arg {z' n ) 2 n}'ffL\ es 27r, distinto de cero. 

Por tanto, la funcion argumento con la determinacion 27 t no es continua 
en la semirrecta C 2 n- Con el mismo razonamiento se puede ver que la funcion 
argumento en una determinacion a no es continua en su corte C a , precisamente 
por el salto de valor 27 t que experimenta el argumento al cruzar C a . 


2.4. Derivabilidad de funciones complejas 

La definition de derivada de una funcion de variable compleja es analoga a 
la usada para funciones de variable real. 

Decimos que una funcion definida en un abierto U C C, / : U —> C es 
derivable u holomorfa en un punto a £ U si existe el siguiente limite 

lim IMzILi , 

z—>a z — a 

que denominaremos, si existe, derivada de la funcion / en a. 

Al igual que en el caso real, de esta definicion se siguen notables consecuen- 
cias: 


/ (a) 


( 2 . 6 ) 


Proposicion 2.4.1 Si una funcion f : U C C C es derivable en un punto 
a € U, es continua en a. 

Proposicion 2.4.2 Linealidad de la derivada: Sea A € C. Sean f, g funciones 
de variable compleja derivables en un punto a. Entonces f+g, A/ son derivables 
en a. 


(/ + g)\ a ) = f{a) + g'(a) , (A/)'(a) = A/'(a) . (2.7) 
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Proposicion 2.4.3 Regia de Leibniz: Sean f, g funciones de variable compleja 
derivables en un punto a. Entonces fg es derivable en a y f /g es derivable en 
a si g(a) yf 0. 


ifg)'(a) = f{a)g(a) + f(a)g'(a) , 


(//s)'(a) 


/'(g)g(g) - f{a)g'(a) 

3(a) 2 


( 2 . 8 ) 


Proposicion 2.4.4 Regia de la cadena: Sean /, g funciones de variable com¬ 
pleja derivables, respectivamente, en a y b = f(a). Entonces g o / es derivable 
en a. 


(gofy(a)=g'(b)f(a). (2.9) 

Decimos que una funcion de variable compleja es derivable u holomorfa en 
un subconjunto U C C si es derivable en todos los puntos de U. A la region 
donde una funcion / es derivable la denonrinanros dominio de holomorfia de 
la funcion /. Si el dominio de holomorfia es C, diremos que la funcion es entera. 


Ejemplo 2.4.1 La funcion constante f(z) = k £ C es entera. 
Aplicando la definition en un punto arbitrario a, 

/'(a) = , (m Mzm = 1Im = „ . 

z—>a z — a z^a z — a 

Ejemplo 2.4.2 La funcion identidad f(z) = z es entera. 
Aplicamos la definition en un punto cualquiera a, 

/'(a) = 11m ftA = Ifm Z —Z = j . 

z^a z — a z^ra Z — a 

Ejemplo 2.4.3 Las funciones polinomicas son enteras. 


Consideremos en primer lugar un monomio f(z) = az n , donde n es un numero 
natural y a es un numero complejo. Esta funcion es entera, ya que es el producto 
de una funcion constante y n veces la funcion identidad, todas ellas enteras. Por 
tanto, aplicando la regia de Leibniz, 

f(z) = az " -1 + • • • az n_1 = anz n ~ x . 

n 

Como toda funcion polinomica se obtiene como surna finita de monomios, es 
entera. 


Ejemplo 2.4.4 Las funciones racionales son holomorfas salvo en los ceros del 
denominador. 

Como las funciones racionales son cocientes de funciones polinomicas, que son 
funciones enteras, las funciones racionales son holomorfas salvo en aquellos pun¬ 
tos que anulan el denominador. 
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2.5. Diferenciabilidad de funciones reales 


En el caso del concepto de derivabilidad, las analogfas se vuelven confusas 
si usamos la identification del dominio complejo con el piano real. Recordemos 
la definition de diferenciabilidad de una funcion de dos variables reales: 

Sea / : U —> R 2 definida en un abierto U C R 2 . Sea a = (a 1 , a 2 ). Decimos 
que / es diferenciable en a si existe una funcion lineal h : R 2 —»• R 2 tal que, 


Inn 

(x 1 ,x 2 )—^(a 1 ,a 2 ) 


||/(x 1 ,x 2 ) - /(a 1 , a 2 ) -h(x- 
\\x - all 


= 0 . 


( 2 . 10 ) 


A la aplicacion lineal h la denominaremos diferencial de / en a y la denota- 
remos por df(a 1 ,a 2 ). 

O lo que es lo mismo, desconrponiendo h(x — a) = b(x 1 — a 1 ) + c(x 2 — a 2 ), 
existen dos vectores b, c € R 2 tales que 


Inn 

O.yl-Kobo 2 ) 


|| /(x 1 , x 2 ) - fC 


a", a 2 ) — b(x : — a 1 ) — c(x 2 


x - a 



( 2 . 11 ) 


Esta relacion se suele denotar como /(x 1 ^ 2 ) = /(a 1 , a 2 ) + ^(x 1 — a 1 ) + 
c(x 2 — a 2 ) + o(||x — a||), es decir, que la diferencia entre el valor de /(x^x 2 ) y 
su aproximacion lineal, /(a 1 , a 2 ) + ^(x 1 — a 1 ) + c(x 2 — a 2 ), es un omicron de 
l|x — a||, 


lfm 

(a; 1 ,® 2 )— >(a x ,a 2 ) 


°(lk’-a||) 

Ik-a|| 


( 2 . 12 ) 


Decimos que / : U C ffi 2 —> R 2 es diferenciable en U si lo es en todo punto 
de U. En este caso denotanros la aplicacion diferencial de / como, 


df: U -¥ £(K 2 ;K 2 ) 

(x 1 ^ 2 ) i->- df(x 1 ,x 2 ) 


(2.13) 


La definicion de diferenciabilidad se relaciona con los conceptos de continui- 
dad y de derivabilidad partial: 


Proposition 2.5.1 Sea f : U C R 2 4 R 2 una funcion diferenciable en a £ U. 
Entonces f es continua en a y existen las derivadas parciales en a. 


df(a\a 2 ) df (a 1 , a 2 ) 

dx ’ dy 


(2.14) 


Este resultado permite interpretar la diferencial de la funcion como el termi- 
no de orden uno del polinomio de Taylor de la funcion en a: 


a i i\ ti i 2 ^i , df(a 1 ,a 2 ) 1 i df^a 1 ^ 2 ) 2 , n \ i 

f(x ,x ) = f(a , a ) H- — -(x -a )H- - -(x -a )+o(||x-a|| 


dx 


dy 


(2A5) 

Una condition suficiente de diferenciabilidad, basada solamente en las deri¬ 
vadas parciales y que permite soslayar la definicion de diferencial, nos la pro- 
porciona la siguiente proposition: 


Proposicion 2.5.2 Sea f : U C K 2 4 K 2 una funcion con derivadas parciales 
continuas en a £ U. Entonces la funcion es diferenciable en a. 
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Las funciones que tienen todas las derivadas parciales continuas se denomi- 

nan funciones de clase C 1 . 

Otro resultado interesante es el teorema de la funcion inversa: 

Teorema 2.5.1 Teorema de la funcion inversa: Sea /:[/—>■ R 2 una funcion 
de clase C 1 definida en un abierto U C R 2 . Sea a = (a 1 , a 2 ) £ U un punto en 
el que el jacobiano de f no se anula. Entonces existen entornos abiertos V de a 
y W de f(a) de modo que la restriccion de f aV es biyectiva y / -1 es de clase 
C 1 en W . 

Ejemplo 2.5.1 El cambio a coordenadas polares es una aplicacion continua 
con inversa de clase C 1 . 

La funcion que define el cambio a coordenadas polares en la determination, 
por ejemplo, 27t, 

/ : (0, oo) x (0, 27t) — > R 2 

(r, </>) i->- (r cos <f>,r sin cj>) ’ 

es una funcion de clase C 1 , ya que sus componentes son producto de funciones 
ciue lo son. El jacobiano de / es r > 0, luego existe una inversa / -1 de clase C 1 , 
por ejemplo, definida en el piano real salvo el corte C^. 


2.6. Diferenciabilidad y holomorfia 


A la vista de lo anterior, es tentador sugerir que una funcion de variable 
compleja es derivable si es diferenciable como funcion de dos variables reales. 
Pero los conceptos son manifiestamente distintos. 


Ejemplo 2.6.1 La funcion f{z) = z es diferenciable en todo el piano real, pero 
no es holomorfa en ningun punto. 


Que la funcion f(x,y) = (x,—y) es diferenciable es trivial, ya que es una 
funcion polinomica. Para comprobar su holomorfia, recurrimos a la definition y 
tratamos de calcular el lirnite en cualquier valor a £ C, 


Inn 


f(z) - f(a) 


z — a 


z — a w 

lim-= lim — , 

z-fa z — a w -¥0 w 


w = z — a . 


Pero este lirnite no puede existir, ya que, si lo calculamos a lo largo del 
eje real, w = x, obtenemos un valor distinto que a lo largo del eje imaginario, 
w = iy , 

lim - = 1 , lim ZR = -l , 
x->o x y-y o iy 

por tanto, al no existir dicho lirnite, la funcion no es derivable en ningun punto. 

El problema radica en que el concepto de holomorfia es mas fuerte que 
el concepto de diferenciabilidad real, como viene a demostrar el teorema de 
Cauchy- Riemann: 


Teorema 2.6.1 Teorema de Cauchy-Riemann: Sea f : U —> C una funcion 
definida en un subconjunto abierto 1/cC. La funcion f es holomorfa en a £ U 
si y solo si: 



1. f es diferenciable en a. 

df (a) .df(a) 
dy dx 

Ademas f'(a) = - . 

w dx 

La demostracion de este teorema es inmediata. Si / es holomorfa en a, 
Km \\f(z) - f(a) - f'(a)(z - a )|| = || f{z) - /(a) J _ n 


2 — a 


-/'(a) =0. 


Desarrollando esta expresion, 

f{z) - f(a) - f'(a)(z - a ) f(z) - f(a ) - /'(a)(a: - a 1 ) - if'(a)(y - a 2 ) 


de donde obtenemos la condition de diferenciabilidad de / en a, junto con las 
expresiones de las derivadas parciales, 


" “ j-//- >, < 

A la inversa, si / es diferenciable en a, 


= if (a) . 


||( ; r,y)-(a 1 ,a 2 )|| 

y verifica las relaciones entre las derivadas parciales, c = ib , 

f(x, y) - /(a 1 , a 2 ) - b(x - a 1 ) - ib(y - a 2 ) = f(z) - f(a) - 6(2 - a) , 
obtenemos la condition de holomorfia, 


II f(x,y) - fa 1 , a 2 ) - b(x - a 1 ) - c(y - a 2 


0 = li'm 


. Il/O) - /(«) - H z ~ «)ll ,, || f( z ) ~ /(«) 


= li'm ^ 

2 ->o z — a 


con b = f(a). □ 

Ejemplo 2.6.2 La funcion f(z) = z no es holomorfa en ningun punto. 


Puesto que no verifica las condiciones del teorema, 

t t , • ^ , df(x + iy) 1 df(x + iy) 

/(x + , ») = *-.»*■ 3l = 1 , a, 

Ejemplo 2.6.3 Lo funcion exponencial compleja es entera. 


= —* ■ 


La funcion exponencial se separa en parte real e imaginaria, 
f(z) = e z = e x (cosy + isiny) , 

y es diferenciable, porque la exponencial, el seno y el coseno reales son funciones 
derivables. Comprobamos las condiciones de Cauchy-Riemann, 

df(x + iy) , 

--- = e (cosy + ismy) — e , 

ox 

df(x + iy) . . . * 

--- = e (— smw + icosy) = le , 

dy 

y concluimos que la funcion exponencial es entera y ademas f(z) = e z . 
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